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Geschichte. 


Blij, F. van der: Aus einem „Lehrbuch der Weinfaßmessung nebst Anhang, 
die Brille genannt, gewidmet den lächerliehen Amsterdamer Geometern“. Euclides, 
Groningen 24, 65—78 (1948) [Holländisch]. 

Verf. berichtet einiges aus der Visierkunst des Eichmeisters C. van Leeuwen, 
Amsterdam 1663, worin aus der Praxis hervorgegangene Näherungsregeln zur In- 
haltsbestimmung von Weinfässern vermittels eines graduierten Zollstocks gegeben 
werden. Die zeitgenössischen Zunftgenossen äußerten sich über den neuen Kon- 
kurrenten in derber Kritik; dieser setzt sich im Anhang grob zur Wehr. Hier werden 
einfache Textaufgaben im Stil der Zeit behandelt; die im Faksimile wiedergegebene 
7. fordert z. B. die Unterteilung eines aus 3 übereck aneinandergelegten Quadraten 
bestehenden Gnomons in 16 kongruente, zum ursprünglichen Gnomon ähnliche 
Stücke. J. E. Hofmann (Karlsruhe). 

Juskevie, A. P.: Leibniz und die Begründung der Infinitesimalreehnung. Uspechi 
mat. Nauk 3, Nr. 1, 150—164 (1948) [Russisch]. 

Verf., der mit der Leibnizschen Gedankenwelt genauestens vertraut ist (seine 
erste Studie über Leibniz’ Weltanschauung stammt von 1916), gibt einen Überblick 
über die mathematischen Tendenzen und Hauptergebnisse Leibniz’. Er stützt 
sich ausschließlich auf die Gerhardtsche Ausgabe der mathematischen (1848/63) 
und philosophi$chen (1875/90) Schriften. Außerdem werden Couturats Studien zu 
Leibniz’ Logik (1901) und C.B.Boyers Arbeit über die Entwicklungsgeschichte 
des Calculus (1939) erwähnt, hingegen bleibt die ganze neuere Editionsliteratur 
(so Gerhardts Briefband von 1899 und sogar die Berliner Akademie-Ausgabe 
seit 1924) unberücksichtigt, und ebenso die Zweitliteratur, worunter z. B.D.Mahn- 
kes tiefgehende Beiträge (Hauptaufsätze 1926, 1932) zu nennen sind. Unter diesen 
Umständen kann das vom Verf. entworfene Bild vom Inhalt und Umfang der Leibniz- 
schen Analysis nur in den Umrissen als zutreffend bezeichnet werden; vor allem 
fehlt jeder Hinweis auf die doch sehr interessante Entwicklung, die der erst als 
26jähriger wirklich mit Mathematik in Berührung Gekommene durchgemacht hat. 
— Mit diesen Unvollkommenheiten versöhnt jedoch die kluge und wohlausgewogene 
Darstellung, die ihr allgemeines Ziel vollkommen erreicht: eine Einführung in die 
nachfolgende russische Übersetzung charakteristischer mathematischer Stücke aus 
Leibniz zu bieten. J. E. Hofmann (Karlsruhe). 

Auswahl aus mathematischen Originalstücken von Leibniz, übersetzt von 
A.P. Juskevi@. Uspechi. mat. Nauk 3, Nr. 1, 165—204 (1948) [Russisch]. 

Hier gibt der wohlunterrichtete Verf. erste russische Übersetzungen aus geschickt 
ausgewählten mathematischen Einzelstücken: I. Über die mathematischen Vor- 
gänger, 1692 (Math. Schr. V, 258/59); IT. Erste gedruckte Differentialrechnung, 1684 
(V, 220/26); III. Algebraisches und Transzendantes, 1684, 1693, 1710 (V, 123/24, 
294, 377); IV. Über Integralrechnung, 1686, 1694 (V, 231, 233, 315); V. Differential- 
gleichungen und Potenzreihen, 1693 (V, 285/88); VI. Funktionsbegriff, 1694 (V, 
307/08); VIT. Differentiale unganzer Ordnung, 1695 (IL, 300/02); VLLT. Partialbruch- 
zerlegung, 1702 (V, 350/52, 360); IX. Krümmungskreis und höhere Berührungen, 
1686 (VII, 326/29); X. Einhüllende einer Kurvenschar, 1694 (V, 301/02); XI. Grund- 
lagenforschung: 1. Unendlich Kleines, 1689 (VI, 150/51) und 1695 (II, 287/88; 
V, 322, 327), 2. Potentiell und aktual Unendliches, 1701, 1702 (V, 350; IV, 91/94), 
3. Kontinuitätsprinzip, MS. und 1702 (VI, 129/30; IV, 104/06); XII. Determinanten, 
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1693 (II, 238/40; V, 5/6); XIII. Geometrische Charakteristik, 1679, 1694 (II, 18/25, 
30/31, 258). Die beigegebenen Erläuterungen führen gut in die sachlichen Probleme 
ein; die Bemerkungen über das Erstauftreten verschiedener Begriffe und Ansätze 
sind größtenteils überholt. J. E. Hofmann (Karlsruhe). 


Proecissi, Angiolo: Sopra una questione di teoria dei numeri di Guglielmo Libri 
ed una lettera inedita di Agostino Cauchy. Boll. Un. mat. Ital., III.s. 2, 46—51 
1947). 
n der ersten Arbeit, die G. Libri (1802—1869) im Alter von 18 Jahren ver- 
öffentlicht hat, einer zahlentheoretischen Abhandlung, behandelt er die Aufgabe, 
die Gleichung 

zer are cha 240250) 

in der die a, ganze Zahlen sind und a, > 0 ist, in ganzen Zahlen x, z zu lösen. Libri 
kommt zu dem Ergebnis, daß diese Gleichung eine endliche Anzahl ganzer Lösungen 
hat, wofern sie nicht die Entwicklung des Binoms (a,& + &)" darstellt (a, und & 
ganze Zahlen). Libri hatte seine Arbeit an A. Cauchy gesandt, und dieser schrieb 
ihm am 3. Febr. 1821 einen Brief, in dem er die Librische Methode einem allgemeinen 
Prinzip unterordnete, das gestattet, eine ziemlich umfangreiche Klasse unbestimmter 
Gleichungen zu lösen. Cauchy erläutert sein Prinzip an drei Zahlenbeispielen. In 
der vorliegenden Abhandlung setzt der Verf. das Veıfahren Libris auseinander, 
und druckt den Brief Cauchys mit einigen Erläuterungen ab. Das Original dieses 
Briefes, auf den G. Candido im Jahre 1940 aufmerksam gemacht hatte, der aber 
bisher nicht veröffentlicht wurde, befindet sich in der Bibliotheca Moreniana zu 
Florenz. E. Löffler (Stuttgart). 

Sansone, Giovanni: La scuola matematica della sapienza Pisana nell’ultimo 
secolo. Boll. Un. mat. Ital., III. s. 2, 135—139 (1947). 

Rundfunkansprache von Seiten der internationalen Marconi-Universität vom 
6. VI. 1947, vor allem dem Andenken an E. Betti, U. Dini, L. Bianchi und 
L. Tonelli gewidmet. J. E. Hofmann (Karlsruhe). 


Algebra und Zahlentheorie. 
Allgemeines. Kombinatorik: 


Freudenthal, Hans: Die algebraische und die analytische Auffassung vom Zahl- 
begriff in der Elementarmathematik. Euclides, Groningen 24, 106—121 (1949) 
[Holländisch ]. 

Wiedergabe eines Vortrags des Verf. mit wesentlich pädagogisch-didaktischem 
Inhalt. Die Verfahren der Behandlung des Zahlbegriffs im Unterricht der höheren 
Schule und in den Vorlesungen der Universität werden verglichen. Zacharias. 


Storchi, Edoardo: Sulle somme dei prodotti KaK dei primi n numeri della 
serie naturale. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V. s. 7, 31—43 
(1948). 

L’aut. se propose de determiner la somme 8% des produits k&k des n premiers, 
nombres entiers 1, 2,...,n. Il y parvient par recurrence, au moyen des differences. 
finies et obtient S% en fonction de n et de k comme combinaison lineaire des coeffi- 
cients du binöme et sous une forme simple qui permet le calcul dans les cas 
concrets. Son theoreme de base exprime la propriete suivante de la suite des sommes. 
de ces produits k& k des n premiers entiers: pour k fixe, St, 82, S%,... forme 
une suite, pour laquelle la suite des differences d’ordre 2% est ä& termes constants, 
etegauxä1l-3-5-7-.-- (2k —1)etainsi les suites des differences d’ordres superieurs, 
sont & termes nuls. Bays (Fribourg). 
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Armsen, Paul und Hans Rohrbach: Sequenzen in Permutationen. Arch. Math., 
ÖOberwolfach 1, 106—112 (1948). 

Il s’agit du probleme des sequences dans les permutations. Chaque fois que 
deux elements consecutivs dans l’ordre naturel 1,2,...,n, deviennent deux el&ments 
consecutivs dans le m&me ordre, la permutation a une s&quence. Les auteurs de- 
terminent le nombre S,(n), O<Sk<n—1, des permutations de n el&ments qui ont k 
sequences, en particulier le nombre S,(n) des permutations sans söquences. Is 
obtiennent les formules: 


n—1 ;(a— 1 ; n—1 

Sn) = 2-1", )en A) NL en) st B ) Sotn —k). 
D’une maniere independante l’une de l’autre Hadwiger a traite le m&me problöme 
dans les Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 46, 105—109 (1946). Bays. 

Sehulz, Günther: Zwei Hilfssätze aus der Kombinatorik. Z. angew. Math. 
Mech. 28, 274—275 (1948). 

Il s’agit de deux problem®s auxiliaires de l’analyse combinatoire, mais d’appli- 
cation generale, egalement dans le domaine du calcul des probabilites et de la 
mathematique statistique. Ils se rapportent d’une maniere analogue au segment 
de droite et & la circonference. Nous donnons celui de la droite: Soit un segment de 
droite partag& en n parties egales (unit&s) par les points de division 0,1,2,...,n; 
soit k segments interchangeables de / unites. De combien de manieres peut-on 
les repartir sur le segment primitif, de maniere que leurs extremites coincident 
avec les points de division, sans recouvrement. Bays (Fribourg). 


Lineare Algebra. Polynome. Formen: 


Gatteschi, Luigi: Una elasse di polinomi irredueibili. Periodico Mat., IV.s. 26, 
102—105 (1948). 

En relation d’une question de I. Schur [Arch. Math. Physik 13, 102—104 
(1908), Problem 226] l’au. demontre le theoreme suivant: Soient @,&],%,. - -, n_ı 
des nombres entiers positifs, les nombres x], &s, - - .,& „_, etant differents deux 
ä deux et differents de 1, le polynome 

n—1 
Pix) ax II =) K(& 1 


sera irreductible, si 


ET ' 
a>1-+ max 2 wi ey Uri 2.2 ee)! 

% AL lo 

id 


N .Obrechkoff (Sofia). 
e Schmeidler, Werner: Vorträge über Determinanten und Matrizen mit An- 
wendungen in Physik und Technik. Berlin: Akademie-Verlag G.m.b.H. 1949. 
8. VUrL=& 155.8. m, 3 Eigs-bröseh. 10.— DM. 


Das Buch enthält die ausgearbeitete Wiedergabe von 9 Vorträgen, welche der Verf. im 
Jahre 1942 am Außeninstitut der Technischen Hochschule in Berlin vor theoretisch interessierten 
Ingenieuren aller Fachrichtungen gehalten hat. In der vorliegenden Form wenden sich diese 
Vorträge nicht nur an den ehemaligen Hörerkreis, sondern auch an Mathematiker und Physiker 
sowie an Studierende dieser Disziplinen. Die Darstellung ist bei aller Strenge flüssig und leicht 
lesbar; zahlreiche Beispiele und Übungsaufgaben dienen dem Leser zur Selbstkontrolle seines 
Verständnisses. — Die ersten drei Vorträge betreffen die Grundlagen der Determinanten- und, 
Matrizentheorie: Haupteigenschaften von Determinanten, n. lineare Gleichungen mit n Un- 
bekannten, Cramersche Regel, Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten, charakteristische Determinante; symmetrische und Hermitesche Matrizen, formale 
Rechengesetze für Matrizen und Vektoren, ein- und mehrfach zyklische Gleichungssysteme in 
der Statik; linear unabhängige Vektoren, Orthonogalisierung, homogene und inhomogene lineare 
Gleichungssysteme bei beliebiger endlicher Anzahl der Unbekannten, Rang und Defekt von 
Matrizen. — Der 4. Vortrag bringt lineare, insbesondere orthogonale und unitäre Transformationen, 
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bilineare, quadratische und Hermitesche Formen, Hauptachsentransformationen, definite und 
indefinite Formen und Kriterien für eigentlich definite Hermitesche Formen. Besonders hervor- 
zuheben ist hier die Einführung des Begriffes der normalisierbaren Matrix: a heiße rechts-normali- 
sierbar, wenn es als Produkt a=hf einer eigentlich positiv definiten Hermiteschen Matrix 
und einer Matrix £, für die {= hf gelte, darstellbar ist; a ist dann auch links-normalisier- 
bar: ah, mit , = und £, = h£fd; speziell für H =e ist a normal und für Nee: 
aber ff symmetrisierbar. — Im 5. Vortrag werden die, für Stabilitätsuntersuchungen be- 
deutsamen, notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die (reellen oder komplexen) 
Koeffizienten einer algebraischen Gleichung aufgestellt, damit deren Wurzeln sämtlich positive 
Imaginärteile oder sämtlich negative Realteile, oder schließlich sämtlich absolute Beiträge kleiner 
als Eins besitzen. Eine zeitlich weit vor Hurwitz (1892) liegende Arbeit Hermites aus dem 
Jahre 1850 (Oeuvres I, p. 397) wird dabei der Vergessenheit entrissen. Es folgen das Cayley- 
Hamiltonsche Theorem und der Hauptsatz für ähnliche Matrizen, der auf neuartige Weise mit 


Hilfe von vollständigen Biorthogonalsystemen bewiesen wird. — Der 6. Vortrag enthält im 
wesentlichen das Iterationsverfahren zur numerischen Auflösung von linearen Gleichungs- 
systemen, Konvergenzbetrachtungen und Fehlerabschätzungen. — Die letzten drei Vorträge 


sind den Eigenwertproblemen gewidmet: Praktische Bestimmung von Eigenwerten und Eigen- 
vektoren Hermitescher Matrizen, Schranken für den größten Eigenwert, numerische Berechnung 
der Eigenwerte beliebiger Matrizen; unendliche Reihen, Differentiation und Integration, Ex- 
ponential-, sinus- und cosinus-Funktionen von Matrizen; Anwendungen zur Auflösung homo- 
gener und inhomogener Differentialgleichungssysteme mit konstanten und mit variablen, ins- 
besondere mit periodischen Koeffizienten, wie sie in der Physik und in der Astronomie auf- 
treten. H. Bilharz (Freiburg i. Br.). 

Negoeseu, Nicolas: Sur une &quation de r&currenee triangulaire. Bull. Ecole 
Polytechn. Jassy 2, 933—97 (1947). 

Verf. löst das Gleichungssystem 


kette) + Pp+i+ 1a. (Üganze Zahl, n—=0,1,2,3,..;P=0,1,2,3,...). 
wenn a =1,=0 (p=+0). Die Lösung ist: 


N mp n+ =: 1 ; Y 
le Wr a ee) pie 
en R 5 : ’ | EN 
M ,,, bedeutet den zu hr E sd ) gehörenden Minor in der Determinante (, Kr „l ) \ 


St. Fenyö (Budapest). 
Grimshaw, M. E.: On the matrix equation (AX)” = ||A||T. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 44, 292—294 (1948). 
Zu jeder Matrix A des Grades n aus komplexen Zahlen mit einfachen Elementar- 
teilern läßt sich eine Matrix X angeben, so daß 
(AXr = (KAP Zah mit = det 4. 
Ist A normal, kann X als unitäre Matrix, ist A eine Zirkulante [a,ı = 4,,, wenn 
,—x=v—u(modn)), kann X als Diagonalmatrix gewählt werden. [Vgl. 
J. Williamson, Amer. math. Monthly 39, 280—285 (1932); dies. Zbl. 4, 241]. 
Specht (Erlangen). 
Parker, W.V.: Sets of complex numbers associated with a matrix. Duke math. 
J. 15, 711715 (1948). 
Ist A= (a,,) eine komplexe Matrix des Grades n, so bezeichne 

W,(A) die Menge aller Werte Y’Ay = N T,.a.,y mit Yr=9=1, 

W,(A) die Menge aller Werte Y’Ar mit Yr=1, 

W;(4A) die Menge aller Werte Ay mit Yr=9y=1; !y=0. 
Bekanntlich ist W,(4) der Kreis um 0 mit der größten charakteristischen Wurzel 0 
der Matrix A’A als Radius, W,(A) ein in diesem Kreis enthaltener konvexer Bereich. 
Für W;(A) zeigt Verf., daß dieser Bereich in dem Kreis um 0 mit dem Radius 
o— min (o($)) liegt, wenn o($) die größte charakteristische Wurzel der Matrix 
(4’—&E)(A—E£E) bei beliebigem & bezeichnet; überdies ist W,(A) die Menge 
der Nichtdiagonalelemente aller Transformierten U’AU mit unitärem U, Aus 
diesen Tatsachen lassen sich für normale Matrizen (A’A = AA’) einige Abschät- 
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zungen für |o| der absolut größten charakteristischen Wurzel ® von A nach unten 
gewinnen. Ferner zeigt Verf. die Existenz von Transformierten U’AU mit lauter 
gleichen Diagonalelementen und ähnliches. Specht (Erlangen). 

Lee, H.C.: Canonieal faetorization of non-negative Hermitian matrices. J. 
London math. Soc. 23, 100—111 (1948). 

Den bekannten Satz, daß eine positivdefinite Hermitesche Matrix H des 
Grades n eindeutig in der Gestalt H = TT” mit einer Dreiecksmatrix 7 des gleichen 
Grades (a =0 für «<A, .>0) dargestellt werden kann, dehnt Verf. auf 
nichtnegativdefinite Matrizen 7 aus. Eine Dreiecksmatrix T’ heiße kanonisch, 
wenn zu ihr natürliche Zahlen », <r, <:---<r, angegeben werden können, 
derart, daß in der k-ten Spalte als erste die r,-te Zahl von Null verschieden und 
überdies positiv ist. Zu jeder quadratischen Matrix A gibt es eine eindeutig be- 
stimmte kanonische Dreiecksmatrix 7T, so daß A= TU mit einer unitären Matrix 
U; hieraus folgt sogleich die Darstellung H = TT’ einer nichtnegativdefiniten 
Matrix 4 mit einer eindeutig bestimmten kanonischen Dreiecksmatrix T. Es ist 
also die Gleichung XX’—= H in X dann und nur dann lösbar, wenn H nichtnegativ 
ist; die Lösungen haben die Gestalt X = TW mit beliebigem unitärem W. Für 
die Bestimmung der kanonischen Matrix 7 aus der Matrix Z wird ein rechnerisches 
Verfahren aufgezeigt. Specht (Erlangen). 

Lee, H.C.: Canoniecal faetorization of pseudo-unitary matrices. Proc. London 
math. Soc., II. s. 50, 230—241 (1948). 

Eine quadratische Matrix A vom Grad n=p-+g heißt pseudounitär, wenn 
sie die Hermitesche Form ,% +: 4 925 %p+1%p+17 :'"— %,%, invariant 
läßt, wenn also 


AAN, a) A, As, = (2 2) N Ad) 
AT DE, mit A=(4'4)- 


Mit Hilfe unitärer Matrizen U,X des Grades p, V, Y des Grades g läßt sich Ain 


der Gestalt 
ee) 
-Qylrr) 
0 0-8 


schreiben, worin der Kern X die eindeutig festgelegte Gestalt vom Grade 2r mit 
0 <r <min (p,g) besitzt mit reellen Zahlen 0<d, <s:.:- <sö,: 


3 se sin hd... 0 
Be Ne Were WR Fuer 
n< 0...cosh?d, 0...sinh? d, 


Die unitären Faktoren Eh (5 A sind nicht eindeutig bestimmt, es lassen 


sich aber stets (im allgemeinen jedoch nicht eindeutig festgelegte) kanonische For- 
men für sie angeben. — Anwendung auf die Frage, in wieviele ebene Drehungen 
und ebene Pseudodrehungen sich eine pseudo-orthogonale Matrix der Determinante 1 
zerlegen läßt. Specht (Erlangen). 

Lee, H.C.: Isotropie pseudo-orthogonal transformations. Quart. J. Math. 
(Oxford Ser.) 19, 81—89 (1948). 

- Eine pseudo-orthogonale reelle Matrix A, d.h. eine Matrix, die die Form 
YIT=R+. +9 -%4ı— ‘m (p+g=n) invariant läßt, heißt isotrop, 
wenn bei beliebiger Wahl des Vektors x der Vektor Ar — x die „Länge“ Null be- 
sitzt, wenn also (Ar — x)’ I[(Ar —r) = ist. Man gewinnt hieraus die Bedingung 
IA+4'I=2I; die Gestalt der Matrizen A, die dieser Gleichung genügen, 
läßt sich vollständig beschreiben. Eine Übertragung ins komplexe Gebiet, also 
eine Untersuchung pseudo-unitärer isotroper Matrizen läßt sich in gleicher Weise 
durchführen. S'pecht (Erlangen). 
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Stetkin, 8. B.: Über positive bilineare Formen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
II. s. 65, 17—20 (1949) [Russisch]. 

Die en Unslechuse 

oo {6°} oo 1/p 1/p’ ls ge ( Mh, 

(1) >> = De <n cosec =, > 7) es ”) (p ni I > 0) 
wurde durch Hardy, Littlewood und Pölya [cf. Inequalities, Cambridge 
1934, 89.14; diesj. Zbl. 10, 107) in die „zweiparametrige‘‘ Form verallgemeinert: 

m Un \ Me N = 1)" 
®) sz er <Engl2%) (Ei). 
wep>L,g>L,1ip+i1g 21, i=1p +1, PP =plp—1, g =aja—)). 
Die Methode dieser Verff. ergibt für K(p,g) den Ausdruck (p’)P + (g’)“. V. 
Levin [J. Indian Math. Soc., n.s. 2, 111—115 (1936); dies. Zbl. 15, 156] hat 
gezeigt, daß auch 


(3) K(p,g)= (x cosec ; .) = (x cosec a) 


gesetzt werden kann. — Verf. zeigt, daß r mit der Konstanten (3) direkt aus (1) 
abgeleitet werden kann. Mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung beweist er zuerst 
sehr einfach das Lemma: Gelten für gegebene a,, Z0, du, 209, 0 <a, sl, 
0<.21,0 <, 21,0 <P,<S1 und fürbeliebigen, 2. Vu Nndiesens 


gleichungen b N Inyn 
’ >= An Im In =. S Im )) 5 %yn B 
M,nN m 


y 4 1las\& Be\ß; 
mn ® m Y, it (5 u I 5 Yn ) > 
m 
so gilt auch die Ungleichung 
k, sh yrks 1/a\a 1/B\B 
DR Gun Dann Em y„sKıKs vs Im ) (z Yn j! 


MN 
für 0 <k, <L, ,=1—-k,a=kh + ki, P=kıßı + kafe. Durch die'spe- 
zielle Wahl d,,„ — 1 kann man von diesem Lemma leicht den folgenden Satz er- 
halten: Gilt die Ungleichung 


& 7 1/p pP’ 1/p’ 
=, A, nm Y, = K (P) Sa) 627, 


für gegebene a,,„ =0 und beliebige p >1, x, >20, y, 20, so gilt auch die 
Ungleichung h e 1/p 1/g 
PS Amn Km Y, = K} (A q ) 63 = a) (z > ala 

mM 


MN 
wenn#enur 1,p UL Ne 1 elle ie) Bela Sz.-Nagy. 
Fiore, Mario: A proposito di aleune ee lineari. Rend. Sem. mat. 
Univ. Padova 17, 1—8 (1948). 
Eine Lösung %,,%g,...,®, des Systems 


(*) Zaun, 20 es n) 


in a Zahlen heiße nichtpositiv, wenn z, <0 fürx=1,2, ‚”. Die nicht- 
‘ positiven Lösungen eines Systems (*) sind nach unten beschränkt, wenn die Form 
SI 4.,%.%, positivdefinit ist und a, >Z0 (x =1,2,...,n) gilt. (Vgl. G. Zwirner, 
Rend. Sem. mat. Univ. Padova 13 ‚18—20 (1942); S. Cinquini, Ann. Seuola norm. 
sup. Pisa 10, 127—138 (1941); dies. Zbl. 25, 324]. Specht (Erlangen). 


Zahlkörper. Funktionenkörner : 


Barsotti, I.: Osservazioni elementari intorno al differente di un corpo o di 
un’algebra sopra un corpo algebrieo, 0 sopra un eorpo di funzioni algebriche di una 
variabile. Boll. Un. mat. Ital., III.s. 3, 223—227 (1948). 

Verf. betrachtet für die drei in der Überschrift genannten Fälle die nach Dede- 
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kind (also durch den geläufigen Spurenformalismus) definierte Differente D 
und beschäftigt sich mit dem Hauptsatz über sie, nach dem D— JIR®-!das Produkt 
% 


aller Verzweigungsprimdivisoren ® mit Exponenten € — 1 ist, für die im allgemeinen 
e= e die Verzweigungsordnung von ® und nur in bestimmten Fällen e>e ist. 
Er stellt eine vergleichende Betrachtung an über die Gründe für die weitgehende 
Analogie des Hauptsatzes in den drei Fällen, und auch für die Abweichungen hin- 
sichtlich der Primdivisionen ® mit e>e. — Ref. ist im Gegensatz zu Verf. der 
Ansicht, daß diese Analogie, ihre tieferen Gründe und ihre Grenzen in der vor- 
liegenden Literatur bereits klar hervorgetreten sind; siehe etwa die Arbeit von 
E. Noether im J. reine angew. Math. 157, 82—104 (1926) und die Arbeit des Ref. 
in Math. Ann., Berlin 104, 495—534 (1931; dies. Zbl. 1, 198), die beide vom Verf. 
nur indirekt (via Deurings „Algebren‘“) zitiert werden. Im übrigen verweist Ref. auf 
seine soeben erschienene „Zahlentheorie‘“, in der im Zuge der vorangegangenen 
Entwicklung die beiden Fälle der Zahlkörper und der Funktionenkörper parallel zu- 
einander behandelt werden. Hasse (Berlin). 

Beatty, S.: On the number of conditions to apply to a funetion R(Z, U) to build 
it on an assigned local order-basis (t). Trans R. Soc. Canada, Sect. III, III. s. 42, 
15—18 (1948). 

In moderner Terminologie handelt es sich um folgendes. Sei K= R(y) ein 
algebraischer Funktionenkörper vom Grade n über dem rationalen Funktionen- 
körper R=0%(x) (bei Verf. mit dem komplexen Zahlkörper Q als Konstanten- 
körper), und sei a ein Divisor von K/2, der nur aus Zählerprimdivisoren von & 
zusammengesetzt ist. Für hinreichend hohes h lassen sich dann alle Vielfachen von 
ain K durch die Basis a? (1,%y,..., y"-!) mit Polynomkoeffizienten aus R dar- 
stellen, und es ist die Frage, wieviel linear-unabhängige Bedingungen diesen Koeffi- 
zienten auferlegt werden müssen, damit wirklich ein Vielfaches von a vorliegt. 
Diese Frage wird in geläufiger Weise durch Einführung einer sogen. Normalbasis 
zu a gelöst. Die Arbeit bringt gegenüber dem bekannten Beweis des Riemann- 
Rochschen Satzes weder sachlich noch methodisch etwas Neues. Hasse. 

Beatty, S.: On the minimum value of the Riemann-Roch expression for order- 
bases in the large. Trans. R. Soc. Canada, Sect. 11I, III. s. 42, 11—13 (1948). 

Verf. gibt eine interessante, anscheinend bisher nirgends bemerkte Ergänzung 
zum Riemann-Rochschen Satz für algebraische Funktionenkörper X einer Ver- 
änderlichen. Er beschränkt sich dabei auf den klassischen Fall des Konstanten- 
körpers aller komplexen Zahlen und bedient sich einer veralteten Terminologie. 
Für beliebige algebraisch-abgeschlossene Konstantenkörper und in moderner Ter- 
minologie ausgedrückt, handelt es sich um folgendes. Nach dem Riemann-Roch- 
schen Satz ist die Funktion R(C) = dim © — 4 Grad € der Divisorenklassen C 
von K invariant beim Übergang zur Komplementärklasse 0 = W/C, wo W die 
Differentialklasse von K bedeutet. Verf. fragt, welches der Minimalwert von R(O) 
ist, und für welche Klassen 0 er angenommen wird. Wegen 

R(C) = 3(R(C) + R(O)) = $ (dim O + dim C) — 4 Grad W 
gilt jedenfalls stets 
Ü) R(O) 2-4GrdW= 4-1), 
wo g das Geschlecht von K bedeutet. Verf. beweist nun durch Betrachtung aller 
Klassen OP, wo P die Klassen der Primdivisoren von K durchläuft, daß für eine 
Klasse © mit minimalem Wert R(O) notwendig gilt: 
(2) dumrÜr = Or rdum)C, 0, 
so daß der gesuchte Minimalwert R(O) = — 3 (g—1) ist. — Man kann dies auch 
unmittelbar aus (1) folgern, indem man die Existenz von (2) genügenden Klassen 
in jedem Körper X feststellt; dabei ergibt sich überdies eine vom Verf. nicht be- 
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merkte explizite Kennzeichnung dieser Klassen. Aus dem Riemann-Rochschen Satz 
in der geläufigen Form - 
dim C= Grad C — (g— 1) +dimC 


folgt nämlich 
dimC>0 für GradC>g, 


dmC>0 für GradÜ <g—2, 


so daß (2) höchstens für Grad CO =g-—1 gilt. Bezeichnet nun allgemein C,, eine 
Klasse vom Grade n und H die Hauptklasse, so hat für g = 0 die (einzige) Klasse O_, 
und für g — 1 jede Klasse C, + H die Eigenschaften (2). Für g >22 sind bekannt- 
lich die Klassen 0, = P,... P, für alle g-gliedrigen Systeme von Primklassen P; 
bis auf eine höchstens (9—1)-dimensionale Ausnahmemenge regulär, d.h. haben 
dim 0, = 1, und dann haben die Klassen O,4= (0,/P für jeweils alle Primklassen 
P= P, die Eigenschaften (2). — Es sei noch bemerkt, daß Verf. allgemeiner die 
K definierence Grundgleichung auch reduzibel zuläßt, so daß K direkte Summe 
einer endlichen Anzahl r von algebraischen Funktionenkörpern ist. An Stelle des 
Minimalweıtes — 4 (g — 1) tritt dann —4(g —r), wo g die Geschlechtssumme der 
Komponentenkörper bedeutet. Hasse (Berlin). 


Zahlentheorie : 


Davenport, H. and Marshall Hall: On the equation ax? + by? + a? = 0. 
Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 19, 189—192 (1948). 

Es seien a, b, c ganz, quadratfrei, paarweise relativ prim, nicht alle von gleichem 
Vorzeichen. Die Gleichung ax? + by? + c2?= 0 ist dann und nur dann in nicht 


trivialer Weise lösbar, wenn die Kongruenzen A? =— bc (mod a), B? =— ca (mod b) 
0? =—.ab (mod .c) lösbar sind. Für diesen Satz von L gendre wird ein Beweis 
mit Hilfe der Geometrie der Zahlen gegeben. Hofreiter (Wien). 


Jarden (Juzuk), Dov: On the appearance of prime factors in the sequence asso- 
eiated with Fibonacci’s sequence. Math. Student, Madras 15, 11—12 (1947). 

Bezeichne vw =il,12,3,d Hr nund we paar, IrrsdieT Ecke 
Fibonacei bzw. ihre assoziierte Folge. Man sagt, daß eine Primzahl p ein Faktor 
von u (oder von v) ist, wenn es ein durch p teilbares Glied der Folge gibt. Bekannt- 
lich ist jedes p ein Faktor von u, ähnlich ist jedes p =3 (mod 4) ein Faktor von v, 
dagegen sind die p =13, 17 (mod 20) keine Faktoren von v, „kritisch‘‘ sind die 
p=1,9 (mod 20). Verf. beweist unter anderem, daß es unendlich viele p=1 
(mod 20) und auch unendlich viele p =1 (mod 40) gibt, die keine Faktoren bzw. 
Faktoren von v sind. Er hält für möglich, daß es ein m gibt, so daß die Faktoren 
von v eben die Pıimzahlen gewisser Restklassen mod m einnehmen. Ref. bemerkt, 
daß das nicht so ist, denn folgendes gilt: Für p = 21, 29 (mod 40) ist p dann und 
nur dann ein Faktor von v, wenn (p/ö), (5/p)ı = 1 gilt, wobei (x/y), das sogenannte 
rationale biquadratische Restsymbol bezeichnet. Redei (Szeged). 

Storehi, Edoardo: Un teorema dedotto dal teorema di Wilson che caratterizza i 
numeri primi della forma 12h +%. Boll. Un. mat. Ital., III.s. 2, 229—231 (1947). 


Eine leichte Folge des Wilsonschen Satzes ist die Kongruenz (7 -)! = (—1)” 


mod. » für jede Primzahl p = 3 mod. 4, wo » die Anzahl der quadratischen Nicht- 
reste mod. p zwischen 0 und #p bedeutet. Verf. gibt zunächst folgenden einfachen 
Beweis hierfür. Sei p=1-+ 2u mit ungeradem %. Weil nach Wilson jedenfalls 
vw!= t1mod.p und nach Fermat jedenfalls „®= + 1 mod.» gilt, hat man 
v!= u!“mod.p und daraus nach Euler die Behauptung. — Verf. beweist scdann 
im Falle 9 = 7 mod. 12, also p = 1 + 6v mit ungeradem v, durch weitere einfache 
Reduktionen die Kongruenz 


1.3.5: Qu — 1)P-v!=(-1)t1mod.r. 
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Wie die zum Ausgang genommene, so ist auch diese Kongruenz [mit unbestimmtem 
Vorzeichen + 1 statt (— 1)’+1] charakteristisch für die Primzahleigenschaft einer 
natürlichen Zahl p = 7 mod. 12. Hasse (Berlin). 

Armellini, 6.: Sui numeri perfetti. II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. 
fisic. mat. natur., VIII. s. 5, 109—113 (1948). 

Verf. setzt die in den Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fisie. mat. natur. 
VIII. s. 4, 9—14 (1948); dies. Zb. 30, 15) durchgeführten Untersuchunen über 
nicht-binäre vollkommene Zahlen fort. Dort wurde u.a. gezeigt, daß bei der Prim- 
zahlpotenzproduktdarstellung einer vollkommenen Zahl bis auf einen einzigen 
(charakteristischen) Primfaktor, der = 1 (mod 4) und zu einer Potenz mit einem 
Exponenten = 1 (mod 4) erhoben ist, sämtliche Primzahlpotenzen gerade Expo- 
nenten aufweisen. Wenn diese Primzahlen genau in der zweiten Potenz auftreten, 
wird die vollkommene Zahl einfach genannt. Für solche beweist der Verf. folgende 
Sätze: 1. Eine etwa existierende einfache vollkommene Zahl ist niemals = 0 (mod). 
2. Es gibt keine einfachen vollkommenen Zahlen. Kantz (Graz). 

Sprague, R.: Über Zerlegungen in n-te Potenzen mit lauter verschiedenen Grund- 
zahlen. Math. Z. 51, 466—468 (1948). 

Kleine Zahlen lassen sich vielfach nicht als Summe von paarweis ungleichen 
n-ten Potenzen (n > 1) darstellen. Zu jedem n existiert aber eine Schranke g,, 
oberhalb welcher jede Zahl als Summe von paarweis ungleichen n-ten Potenzen dar- 
gestellt werden kann. Um diesen Satz zu beweisen, wird eine Zahl s, konstruiert, 
deren Vielfache in der Form 9g-s,=c? +c2+--- mit 0 <c, <@y<-:- (g be- 
liebig ganz) darstellbar sind. Die Zahl g, = sön+ ! stellt eine gesuchte Schranke dar. 

Hofreiter (Wien). 

Kendall, D. 6. and R. A. Rankin: On the number of Abelian groups of a given 
order. Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 18, 197—208 (1947). 

Bezeichnet a(n) die Anzahl der wesentlich verschiedenen abelschen Gruppen 
der Ordnung n, so gilt a(mn) = a(m) a(n) für (m, n) = 1, ferner ist a(p*) für 
eine Primzahl p gleich der Anzahl der möglichen Zerlegungen von & in positive 
Summanden. Mithin ist 

oo oo 


NO A rn für 0 = Rs> 0, 


= 55 aan) = u as)b inlork 


mM 


Die Funktion F(s) ist regulär in der Halbebene o > 0 mit Ausnahme der einfachen 


Polein s=1l/r(r=1,2,...) Für die summatorische Funktion A(2) = I a(n) 
NnS® 


gilt die Gleichung 
A(z) = x — Ba} + O((x)} log &) 

mit x=£(Q2)L(3) ‚B=-£d)&&).... Esergibt sich dies durch Heran- 
ziehung allgemeiner ee [Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, math.- 
physik. Kl. 1915, 209243]. — Für die Untersuchung der Werte a(n) selbst geben 
Verff. die asymptotische Häufigkeitsverteilung der Werte a(n) an, d.h. die Folge 
der Zahlen 
a SEE ET EIENLER 

N->00 an)=m;nSN 
die sich in diesem Falle explizite berechnen lassen, wobei sich 


E 


m 


co ERLANE 
SPp,=1; EmP,=&2)C@) Ed)... — lim 9 
0 0) >00 
ergibt. — Die Funktion a(n) selbst unterliegt starken Schwankungen, da einerseits. 


a(n)—=1 für alle n mit (n,p(n)) = 1, andererseits a(n) nach oben nicht be- 


154 


schränkt ist. Es gilt indes 
a(n) = O(exp) (c log n/log log n) 
mit einer positiven Konstanten c. Diese Schranke kann nicht wesentlich verschärft 
werden, da für große n der Gestalt n= P},P2... ?m gilt 
| a(n) = 2% — exp ($log2lognil + o(1))/log log r). 
Derartige Werte sind selten, da die Anzahl der n <x für die 
log a(n) > C log log n + (log log n)?*® 
mit beliebigem ö>0 und = In/V6, ein 0o(x) ist. Specht (Erlangen). 

Gatteschi, Luigi: Un perfezionamento di un teorema di I. Schur sulla frequenza 
dei numeri primi. Boll. Un. mat. Ital., III. s. 2, 123—128 (1947). 

In Verschärfung eines Satzes von I. Schur, wonach für & >29 mindestens 
eine Primzahl p mit x» <p <*x existiert, wird bewiesen, daß für x >24 min- 
destens eine Primzahl p mit x <p <x existiert. Der Beweis beruht auf einer 
bekannten, elementaren beiderseitigen Abschätzung von dx) = = log p. 

. Hasse (Berlin). 

Dyson, F. J.: On the product of four non-homogeneous linear forms. Ann. 
Math., Princeton, II.s. 49, 82—109 (1948). 

Eine wohlbekannte Vermutung von Minkowski läßt sich folgendermaßen 
aussprechen: 


L,— Lulu > a La) 

seien n Linearformen mit reellen Koeffizienten a,, und der Determinante 
la.1l= D=+0. Sind n. beliebige reelle Zahlen, so kann man für die Variablen x, 
solche gannzahligen Werte &£, einsetzen, daß 

I) . 
Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn gleichzeitig (1) L.= p. U, mit ganz- 
zahligen unimodularen Linearformen U,= U,(&,...x%,) und beliebigen reellen 
Zahlen 9, vom Produkt D und (2) 7. = p. (n, + 3) mit beliebigen ganzzahligen n,. 
Gibt man in diesem Falle durch passende Wahl der £, den Formen U, die Werte n,, 
so ergibt sich in der Tat das Gleichheitszeichen. — Das Ziel dieser Arbeit ist der 
Beweis dieser Vermutung für den Falln = 4. Der Falln = 2 wurde von Minkowski 
bewiesen, der Fall n = 3 unter erheblichen Schwierigkeiten von Remak [Math. 
Z. 1%, 1—34 und 18, 173—200 (1923)], später vereinfacht von Davenport 
[J. London math. Soc. 14, 47—51 (1939); dies. Zbl. 20, 205]. Die bisherigen Beweis- 
versuche für n —= 4 sind unvollständig geblieben. — Der schwierige und weitläufige 
Beweis wird, wie schon analog bei Remak im Falle n = 3 und bei den späteren 
Beweisversuchen für n = 4, auf die beiden folgenden Tatsachen gestützt: A. Im R, 
sei eine Punktmenge L gegeben, die nicht den Anfangspunkt enthält; in jeder be- 
liebigen Nähe der Koordinatenachsen liegen Punkte von L, in jedem beschränkten 
Gebiet des R, liegen nur endlich viele Punkte von L. L kann z. B. die Menge der 
Gitterpunkte eines affinen Gitters mit Ausnahme des Anfangspunktes sein. Dann 
gibt es ein 4-dimensionales Ellipsoid A, yY +4,92 +4,92 +4,92 =1 mit posi- 
tiven A], Ag, Ay, A,, das keinen Punkt von Z im Inneren, aber vier Punkte allgemeiner 
Lage von L auf seinem Rande enthält. — B. Ein affines Gitter Z des R, vom Grund- 
mascheninhalt D enthalte die fünf Punkte allgemeiner Lage O, Dis BssE Rs 
si0OoPrR =0R=0P,=0P, ud OP>OP, für jeden anderen Gitterpunkt P 


von L. Dann enthält jede Hypersphäre im R, vom Radius VD einen Punkt von L 
im Inneren oder auf dem Rande. Hierbei braucht die Lage auf dem Rande nur dann 
in Betracht gezogen zu werden, wenn das Gitter L ein rechtwinkliges reguläres 
kubisches Gitter ist und zugleich die Hypersphäre ihren Mittelpunkt im Mittelpunkt 
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einer rechtwinkligen Grundmasche von Z hat. — Die Zurückführung der Minkowski- 
schen Vermutung auf die Behauptungen A und B liegt fast auf der Hand. Der 
Beweis von A erfordert komplizierte geometrische und topologische Untersuchungen, 
deren Kern in einer selbständigen Arbeit abgesondert ist (dies. Zbl. 31, 182). Der 
Beweis von B wird durch rein zahlengeometrische Betrachtungen geführt. Franz. 

Davenport, H. and H. Heilbronn: Asymmetrie inequalities for nonhomogeneous 
linear forms. J. London math. Soc. 22, 53—61 (1947). 

Es sei &=ax+by,n=cxz-+dy;a,d,c,dreell, A=ad—be=1,A4, 1 be- 
liebig reell. Es gibt ganze Zahlen x, y, so daß E+2 >20, n+u>0 und 


(1) Ge mit x =1. 
Ist jedoch x <1, so gibt esa, b, c, d, A, ıı, so daß (1) nicht lösbar und gleichzeitig 
E+M)(n+u) >20. Hofreiter (Wien). 


Godunev, 8. K.: Über ein Problem von Minkowskij. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, II.s. 59, 1525—1528 (1948) [Russisch]. 
Es sei A obere Grenze der Zahlen C, für die die Ungleichung 


Fayi=lar tb) .2+bY| <C 
keine Lösung in ganzen Zahlen x, y = 0,0 hat. (a, b,— a,b, = 1.) Dann gibt es 
bei "beliebigen reellen c,, c, ganze Zahlen x, y, so daß 
1— 49? 
1a+byto) art ytol<tE - 


Die Abschätzung ist genau, wenn F(x, y) äquivalent mit 


1 
v5 (© + 2y—y?) oder Te (2? + 2n2y— y?) 
ist (n > 0, ganz). Der Beweis erfolgt mit zahlengeometrischen Überlegungen. 
Hofreiter (Wien). 
Hallum, Kathleen C. and Kurt Mahler: On the minimum of a pair of positive 
definite Hermitean forms. Nieuw. Arch. Wiskunde, II. s. 22, 324—354 (1948). 
Es seien f, (x, Y), fg(%, %) ein Paar von positiven definiten Hermiteschen Formen 
mit der Determinante 1 und der simultanen Invariante j. Es sei M (f,, fs) der kleinste 
Wert von f, (x, y) oder f,(x, y), wenn x, y alle ganzen Zahlen (=F 0,0) in X (i) durch- 
laufen. Die untere Grenze von M (f,, f,), erstreckt über alle Paare von Formen f, 
und f,, ist eine Funktion von j und heiße m(j). Es wird ein Algorithmus aufgestellt, 
um m(j) in endlich vielen Schritten zu finden. Zuletzt wird m(j) für 2 Ss} sb 
berechnet. Hofreiter (Wien). 
Macbeath, A. M.: The minimum of an indefinite binary quadratie form. J. 
London math. Soc. 22, 261—262 (1947). 
Die Arbeit enthält einen einfachen arithmetischen Beweis des bekannten Satzes: 
Ist f(x,y)=a® +bxy+cy: (a,b, creell, d=b?—.ac>0), dann gibt es ganze 
Zahlen x, y, so daß |f(z, y)| < vea. Das Gleichheitszeichen gilt nur für die mit 
C(x2 + xy — y?) äquivalenten Formen. Hofreiter (Wien). 


Analysis. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


eMichie, J. N.: Differential and integral caleulus. New York: Van Nostrand 
1947. 

e Goodstein, R. L.: A text-book of mathematical analysis. The uniform ealeulus 
and its applications. Oxford: Clarendon Press; London: Oxford University Press, 
Geoffrey Cumberlege, 1948. XII, 476p. 30. net. 


Dies ist ein einführendes Lehrbuch der Differential- und, Integralrechnung, was der Titel 
nicht unmittelbar verrät. Es sucht einen neuen Ausweg aus dem didaktischen Dilemma, vor 
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das jede Darstellung der Infinitesimalrechnung gestellt ist, welche einerseits alles in strenger 
Begründung geben, andererseits aber den Anfänger nicht mit schwierigen Dingen quälen möchte,. 
für die sich gewöhnlich erst später das richtige Verständnis einstellt, oder in die einzudringen,, 
wie im Falle des Naturwissenschaftlers, nicht immer die Notwendigkeit besteht. Verf. sieht die 
Lösung im „gleichmäßigen Kalkül“, d. h.in einer Differential- und Integralrechnung, bei der 
Funktionenkonvergenz (und damit auch Stetigkeit und Differenzierbarkeit) von vorne herein 
als eine gleichmäßige verstanden und vorausgesetzt wird. In der Tat ergeben sich bei diesem 
Standpunkt manche Vereinfachungen, und der Formalismus des Infinitesimalkalküls tritt stärker: 
hervor. Da jede gleichmäßige Ableitung gleichmäßig stetig ist, so erscheint die in manchen Sätzen 
notwendige Voraussetzung der Stetigkeit einer Ableitung (wie z. B. bei der Vertauschbarkeit: der‘ 
Differentiatioren oder beim Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung) hier von 
selbst erfüllt. Weiter ist zugunsten dieses Standpunktes zu sagen, daß die Beschränkung auf 
gleichmäßig differenzierbare Funktionen im Bereich der elementaren Funktionen zu Keiner 
Einbuße führt und daß die Beweise für die gleichmäßige Differenzierbarkeit oder Stetigkeit. 
keineswegs schwieriger sind als die für die punktweise. — Die Einführung der reellen Zahlen 
geschieht über die Dezimalbrüche; der Beweis der Vollständigkeit des Zahlsysterns wird in einem 
Anhang gebracht. Die Potenzreihen, im Sinne einer Verallgemeinerung der unendlichen Dezimal- 
brüche, werden hauptsächlich zur Definition der elementaren Funktionen herangezogen, so für: 
exp x, sin, cos x, von wo aus auch alle ihre Eigenschaften, Additionstheoreme und bei den 
letzteren die Periodizität usw., bewiesen werden. Im übrigen deckt das Buch etwa den Stoff 
einer zweisemestrigen einführenden Vorlesung über Differential- und Integralrechnung. Beson- 
dere Beachtung verdient die beigegebene Sammlung von über 400 Übungsaufgaben, welche auch 
stofflich eine Weiterführung des Textes bedeuten und gelegentlich den „ungleichmäßigen‘“ 
Kalkül zu Wort kommen lassen, mit sehr ausführlichen Angaben über den Lösungsgang. — 
Das Buch enthält keine Figuren, um, wie Verf. meint, den Leser nicht in Versuchung zu führen, 
sich einen arithmetischen Beweis eines Satzes zu sparen, wenn ihm ein solcher an Hand einer Figur 
‚ evident erscheinen könnte. Dieser totale Verzicht auf die Anschauung äußert sich auch in der 
Vermeidung des Begriffs des Differentials und in der abstrakten Behandlung der Differential- 
geometrie der ebenen Kurven und des bestimmten Integrals. Ref. ist der Auffassung, daß sich 
damit der Verf. eines spezifischen Vorteils begeben hat; denn gerade der „gleichmäßige Kalkül‘“ 
ist vor Trugschlüssen der Anschauung weitgehend gesichert. — Inhalt: I. Dezimalbrüche. Kon- 
vergenz. Dotenzreihen. — 2. Gleichmäßige Stetigkeit. — 3. Gleichmäßige Differenzierbarkeit. — 
4. Exponentialfunktion. — 5. Kreisfunktionen. — 6. Partialbrüche. — 7. Höhere Ableitungen. 
Extrema. — 8. Das unbestimmte Integral. Integrationsmethoden. — 9. Das bestimmte Integral. 
— 10. Differentialgecmetrie einer ebenen Kurve. — 11. Lineare Differentialgleichungen mit. 
konstanten Koeffizienten. — 12. Mittelwertsätze. — 13. Taylorsche Reihe. — 14. Das bestimmte 


Integral als Limes. — 15. Partielle Differentiation. — 16. Maxima und Minima. — 17. Doppel- 


integral. — Anhang (s. 0.). — Übungsaufgaben — Lösungen — Sachverzeichnis. Aumann.' 


® Smirnov, V.I.: Lehrbuch der höheren Mathematik. Bd.5. Moskau, Lenin- 
grad: OGIZ, Staatsverlag für Technisch-theoretische Literatur 1947. 5848. 17,50 


Rubel [Russisch ]. 

Dies ist der 5. Band eines reichhaltigen fünfbändigen ‚„Lehrbuchs der höheren Mathematik“ 
des Verf., das für Physiker und Mathematiker bestimmt ist. (Bd. 1 und 2 behandeln Analytische 
Geometrie, Differential- und Integralrechnung, Bd. 3 Algebra und Funktionentheorie, Bd. 4 par- 
tielle Differentialgleichungen, Integralgleichungen und Variationsrechnung.) — Der vorliegende 
Band behandelt reelle Funktionen und Hilbertsche Räume. Kap.1 (95 S.) ist verschiedenen 
Arten von ein- und mehrdimensionalen Stieltjesschen Integralen gewidmet; Kap.2 (121 8.) 
bringt die Theorie des Maßes, meßbare Funktionen, das Lebesguesche Integral bezüglich einer 
beliebigen volladditiven Mengenfunktion, sowie quadratisch integrierbare Funktionen. Kap. 3 
(71 8.) bringt die Zerlegung einer additiven Mengenfunktion in einen singulären und einen ab- 
solutstetigen Teil und die Integraldarstellung des letzteren, ferner Verallgemeinerungen des 
Integralbegriffs von Hellinger und Kolmogoroff. Auf viele wichtige Fragen (wie Sätze von 


Egoroff und Lusin, Differenzierbarkeitseigenschaften des Lebesgueschen Integrals) geht der 


Verf. nicht ein. Kap. 4 ($1, Beschränkte Operatoren; $ 2, Räume /, und 1,; $3, Unbeschränkte 
Operatoren, insges. 266 8.) ist der Spektraltheorie der Operatoren in einem Hilbertschen Raum 
gewidmet, wobei zuerst ausführlich beschränkte Operatoren behandelt: werden. Als Anwendungen 
werden in $3 Differentialoperatoren und Jacobische Matrizen behandelt. Kap. 5 (31 8.) gibt 
weitere Beispiele von linearen normierten Räumen. Es fällt auf ein fast völliges Fehlen von 
Hinweisen auf Namen und auf weitere Literatur. @.@. Lorentz (Toronto). 

Hopf, Eberhard: Über eine Ungleichung der Ergodentheorie. S.-B. math.- 
naturw. Abt. Bayer. Akad. Wis. München. 1944, 171—176 (1947). 

Ausführlichere und vereinfachte Darstellung eines von H. R. Pitt herrührenden 
Beweises des Birkhoffschen Ergodensatzes |Proc. Cambridge philos. Soc. 38, 325 
bis 342 (1943)]. Dieser Baweis ist sehr verwandt zu jenem von F. Riesz [Mat. fiz. 
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Lapok 49, 34—62 (1942); dies. Zbl. 27, 409; siehe auch Comment. math. Helvetici 
17, 221—239 (1944)]. Auch diesem Beweise ist ein einfaches Lemma über endliche 
Zahlenfolgen zugrunde gelegt, nämlich das folgende: Seien c,,...,cy gegebene 
reelle Zahlen und n eine gegebene ganze Zahl, 1<n<N. Gibt es zu jedem 
v(l<vsN—nH+]1) eine nichtnegative Abschnittssumme + @4ı+--- mit 


N N 
höchstens n Glieden, sogtt 8. >— 5 |e.. Bela Sz.-Nagy (Szeged). 
n N 2 


Caratheodory, C.: Bemerkungen zum Ergodensatz von 6. Birkhoff. S.-B. math.- 
naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 1944, 189—208 (1947). 

| Die Pitt-Hopfsche Beweismethode des Ergodensatzes von Birkhoff (s. vor- 
stehendes Referat) wird auf Funktionen angewandt, die auf Somenringen definiert 
sind [für eine Erklärung dieses Begriffs s. von demselben Verf.: Abh. math. Sem. 
‚Univ. Hamburg 14, 351—389 (1941); dies. Zbl. 25, 65]. Das fast triviale Lemma 
von Hopf über Zahlenfolgen kann hier nicht gebraucht werden. Es muß durch ein 
‚analoges ersetzt werden, in dem die Rolle der reellen Zahlen c, an reelle Ortsfunk- 
' tionen h, auf einem Soma übergeben wird. Bela Sz.-Nagy (Szeged). 
Valiron, G.: Remarques sur un th6oreme de $. Bernstein. Rev. Un. mat. Argen- 
tina 13, 141—144 (1948). 

Verf. zeigt, daß die folgenden einfachen Voraussetzungen eine direkte, ganz 
einfache Schätzung der Integralgestalt für das Restglied zur Taylorschen Formel 
ermöglichen und damit gewisse reelle Funktionen als analytisch erweisen lassen: 
f(x) sei mit allen seinen Ableitungen gerader Ordnung auf dem Intervalle |x| <a 
größergleich 0. Beweis erst für g= f(x) + f(- x). Die Bemerkung ist namentlich 
für Vorlesungszwecke nützlich (z. B. allgemeiner binomischer Satz), erlaubt aber 
auch Anwendungen für Dirichletreihen. Egon Ullrich (Gießen). 

Baiada, Emilio: Sulle funzioni continue separatamente rispetto alle variabili 
e gli integrali eurvilinei. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 17, 201—218 (1948). 

L’A. precisa ulteriormente, nel caso delle funzioni f(x, y) continue separata- 
mente rispetto ad zedy(0 <y<s1,0 <x <s1), un teorema dato dal Relatore 
[Rend. Sem. mat. Univ. Padova 17, 102—106 (1939)] nel caso che f(x, y) sia 
misurabile rispetto ad x e continua rispetto ad y.. L’A. dimostra che nelle sue 
ipotesi f(x, y) & quasi continua rispetto ad x ed y in modo regolare; ciö significando 
che, dato n(n=1,2,3,...), f(x, Y) risulta continua se si sopprime dal quadrato 
Q9:0<xz<1,0<y<1 un conveniente insieme di rettangoli, coi lati paralleli 
agli assi, ottenuto come intersezione di due insiemi E, ed E, formati con tutti i 
punti di @ che si proiettino sugli assi x e yin due (convenienti) plurintervalli di 
ampiezza minore di 1/n. L’A. mostra inoltre che per le funzioni quasi continue in 
modo regolare si puö costruire la teoria degli integrali curvilinei e dä una giustifica- 
zione del teorema di Loomann-Menchoff sulla sufficienza per l’olomorfismo 
delle condizioni di monogenitä. @G. Scorza-Dragoni (Padova). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


e Achiezer, N. I.: Vorlesungen über die Theorie der Approximation. Moskau- 
Leningrad: Gostechizdat 1947. 323 8. 15R., 50 Kop. [Russisch]. 


Dieses glänzend geschriebene Buch behandelt einige wichtige Fragen der Approximation 
von reellen Funktionen einer Veränderlichen. Einführendes Kap. 1 bringt einiges aus der Theorie 
‚der Banachschen Räume, Existenz der besten Approximation, Sätze von Weierstraß und 
Müntz. Kap. 2 ist dem Kreis der Ideen von Tschebyscheff über die Eindeutigkeit und kenn- 
zeichnende Eigenschaften der besten Approximation gewidmet und bringt (in verschiedenen 
Formen) den Satz von Tschebyscheff für gleichmäßige Approximation durch Polynome oder 
rationale Funktionen, das Eindeutigkeitskriterium von Haar für Approximation durch Aggre- 
gate von beliebigen Funktionen und Sätze von Jackson und A. Markoff über Approximation 
in L,. Kap. 3 bringt die Elemente der „harmonischen Analysis“, d. h. die wichtigsten Eigenschaf- 
ten der Fourierschen Reihen und Integrale. — Kap. 4 behandelt extremale Eigenschaften von 
ganzen transzendenten Funktionen vom exponentiellen Typus. Mit Hilfe einer von Paley 
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und Wiener stammenden Integraldarstellung wird die Ungleichung von Bernstein bewiesen, 
die sich auf Ableitungen einer uf -—o <x<+ © beschränkten Funktion vom exponentiellen 
Typus bezieht und die die bekannte Ungleichung desselben Verf. über Ableitungen eines trigono- 
metrischen Polynoms verallgemeinert. Es folgen Verallgemeinerungen in verschiedenen Rich- 
tungen. Der Satz von Fejer und Riesz über überall positive trigonometrische Summen wird mit, 
Hilfe der trigonometrischen Polynome von Levitan auch auf transzendente ganze Funktionen 
vom Exponentialtypus übertragen. Kap.5 ist dem Grad der Approximation durch trigono- 
metrische Polynome und Integrale gewidmet. Zunächst stellt Verf. eine von M. Krein vor- 
geschlagene Methode dar, die in vielen Fällen den Grad der harmonischen Approximation genau 
zu bestimmen gestattet. Daraus werden die Sätze von Jackson abgeleitet. Es fehlt auch nicht, 
der direkte Zugang zu diesen Sätzen von Favard, Achiezer und Krein. Es folgen die Sätze 
von Bernstein über die Stetigkeitseigenschaften von Funktionen, die einen gegebenen Grad 
der Approximation zulassen, und einige Anwendungen. Kap. 6 bringt das Wienersche Kriterium 
dafür, daß die Translationen einer Funktion eine Fundamentalmenge in L, (—oo, + oo) bilden,, 
sowie Taubersche Sätze von Wiener, Ikehara und Carleman. — Die Formulierungen der 
Sätze sind allgemein, aber klar, die Beweise oft neu. Am Ende des Buches gibt Verf. auf 53 Seiten 
35 Aufgaben und Zusätze mit Lösungen, die sich mit interessanten und oft schwierigen Einzel- 
problemen beschäftigen. @.@. Lorentz (Toronto). 


Mergeljan, $. N.: Über die beste Annäherung auf abgeschlossenen Mengen. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 62, 163—166 (1948) [Russisch]. 


Soit D un domaine fini et designons par D le domaine ferm& corr6spondant. 
L’au. designe par L(D, x — a) la classe de fonctions f(z) regulieres dans D dont la 
derivee f9%(z) satisfait dans D & la condition de Lipschitz d’ordre x (0 <a sI1). 
‚Par &(ö) designons le nombre sup |f(z’)— f(z’’)| pour tous les points 2’ € D,2.cD8 
qui peuvent &tre lies par une ligne rectifiable dont la longueur ne depasse pas 6 
et par 0, = o, (D; f) la borne inferieure des nombres max |f(z) — P,(2)| pour tous 

zeD 
les polynomes, dont le degr& ne surpasse pas n. L’au. donne une suite de resultats. 
pour les relations entre les nombres o,, ®(6) et Det f(z) dans le cas cu D est un 
domaine arbitraire de la classe de Carath&odory ou un ensemble ferm& discontinu, en 
completant ainsi ses resultats pr&ecedents [Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 62, 
23—26 (1948)]. N.Obrechkoff (Sofia). 


Smirnov, V.IL: Die Arbeiten V. A. Steklovs über Entwicklungen nach Ortho- 
gonalfunktionen. Akad. Nauk SSSR. Jubil. Sbornik 1, 186—213 (1947) [Russisch]. 

Würdigung der Arbeiten von V. A. Steklov aus den Jahren 1896—1926 aus. 
diesem Problemkreis. Verf. schildert Resultate uud charakteristische Beweis- 
methode Steklovs sowie Probleme der mathematischen Physik, die zu solchen 
Entwicklungen führen. @.@. Lorentz (Teronto). 

Tagamlickij, Ja. A.: Über absolut konvergente Dirichletsche Reihen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, II. s. 57, 875—878 (1947) [Russisch]. 

Le theoreme suivant est demontre: Sit (1) A <A<A,<... une suite finie 
ou infinie des nombres positifs et soit /(x) une fonction infiniment derivable pour 
x > a. Pour que la fonction f(x) se represente pour & > a par une serie de Dirichlet; 
correspondante & la suite (1) et absolument convergente il faut et il suffit quil 
existe une fonction g(x), qui pour © >q se represente par une serie de Dirichlet. 


Oka = B,„e”’r®, dont les coeffieients sont non negatifs et telle que l’on a. 
FO] SC-Irgmke), n=0,12%... | 
[Voir aussi R. P. Boas, ce Zbl. 29, 24]. N.Obrechkoff (Sofia). 


Nikol’skij, 8. M.: Fourierreihen von Funktionen mit Ableitungen von beschränk- 
ter Schwankung. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 65, 13—15 (1949) [Russisch]. 
Ankündigung von Sätzen, die sich auf die Approximation von einer (nach 2x: 
periodischen) Funktion f(x) durch die partiellen Summen s,(f; x) ihrer Fourierreihe 
beziehen, falls f(x) eine Ableitung f(x) (r>0) von beschränkter Schwankung 
besitzt. Seien o, (k=1,2,...) die Sprünge von ff) (x) in mod 2x inkongruenten 
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27 1/p 
Punkten. Für p>1 und n— oo ist ||f—s,(f}||, = \f If) — s„(f; z)P a) 
Ö 
asymptotisch gleich 
p) 
ER SS p\1/p 
(= 197.) ) 


wo v(® eine von funabhängigeKonstante ist, deren Wert durch einen Integralausdruck 

angegeben wird. Diesgilt auch im Grenzfalle p = oo, wo es sich um ||f— s,(f)||o = 

max |f(«2)—s,(f; x)| handelt; dann ist »© = 4. — Im Beweis, der nur angedeutet 
17 


ist, wird u.a. der folgende (unpublizierte) Satz von S.B.Steökin benutzt: Es gilt 


CV!!pfw(1/n)}1P 
pr+1/p 


-5N|» <s 


(1 <p<mX, ee 

wo V die Totalschwankung von f(x) in einer Periode, &(6) den Stetigkeitsmodul 
von f(x) und C=((p,r) eine Konstante bedeuten. Im Grenzfall p = ©o gilt, 
nach Verf.: 


IN < ; 


ist f" stetig, so gilt sogar ||f— s, (f)||o = 0 =) — Im Falle p = 1 gelten ähnliche 


Sätze, nur tritt dann auf den rechten Seiten der Ungleichungen immer auch der 
Faktor logn auf. Bela 82.-Nagy (Szeged). 

Timan, A. F. und M. M. Ganzburg: Über die Konvergenz einiger Summations- 
prozesse der Fourrierreihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 63, 619—622 (1948) 
[Russisch ]. 

Verff. setzen die Untersuchungen von Rogosinski [Math. Ann., Berlin 95, 
110—134 (1926)] und Timan [Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 11, 263—282 
(1947); dies. Zbl. 29, 26] fort und untersuchen die Mittelbildungen 


(1) 9) en se od) +. +3, MN, aM = On) 
(2) a, 2) = RAN (DL, ol), 
K=V 


bei denen s, (x) die n-te Teilsumme der Fourierschen Reihe einer stetigen Funktion f 
bedeutet. Sie beweisen, daß für die Konvergenz von (1) bzw. (2) gegen f(x) für jedes f 
die Bedingung 


(1) 53 er («MP — aD) = O (log”? n) 
Bei Z 
bzw. 
(2) &, = 2ma/(2n +1) +0 (n1 log!" n) 
mit ganzzahligem, ungeradem und beschränktem m = m(n) notwendig und hin- 
reichend sind. @G.@. Lorentz (Toronto). 


Funktionentheorie:; 


Cooper, J. L. B.: Functions analytie in a half-plane. J. London math. Soc. 23, 
84—92 (1948). 

In Verallgemeinerung einer Serie von Sätzen, deren erster von W. Cauer [Bull. 
Amer. math. Soc. 38, 713—717 (1932); dies. Zbl. 5, 361] und deren letzter von 
E.C. Titchmarsh [Quart. J. Math. (Oxford Ser.) 12, 89—92 (1941)] bewiesen 
wurde, zeigt der Verf.: f(w) = p(w,v) +ig(w,v) sei analytisch für 0< v; die 
obere Grenze von |f(w)| auf v = c sei endlich und strebe gegen 0 für c > 09; es exi- 
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stiere ein a mit 0 <a s2, so daß 
It. v)| du 
(Lara) PR 


(1) v 
0 
ist, wo M, für v — 0 beschränkt bleibt. Dann gibt es eine Funktion g(x) von be- 


schränkter Variation in jedem endlichen Intervall, so daß 


oo Ye 
| OO en MM knd o(u5) —o(u,) = lim | plu, v) du. 
AS kei) v0 v>0 
—00 Ur 
Er 
Fürst nist dur >: Nr = | ie » 
—00 
a 
und für &, 2: p(u, v) = 5 | are { 


Es gilt auch eine gewisse Umkehrung. — Der Fall x = 0 entspricht dem Ergebnis 
von Titehmarsh. — Die Darstellbarkeit von f(w) durch ein Cauchysches Integral 
wird auch unter anderen Voraussetzungen bewiesen, wobei insbesondere die Bedin- 
gung (1) durch 


Heli v)|du <K(u,, u,) (ZU <J) 


ersetzt ist. Doetsch (Freiburg i. Br.). 

Leja, Franeois: Sur une propriete des polynom6s de Lagrange. C. r. Acad. Sci., 
Paris 226, 1416—1417 (1948). 

Soit F une courbe situee sur la frontiere d’un domaine infini ‚P contenant le 
point z = 00 dans son interieur. Pour chaque n=1,2,3,... designons par &, 
2m, Em, ...,£® (1) un systeme de rn + 1 points differents quelconques apparte- 
nant ä& F et par 


Li (2; &w) — II 


re) 


Lg) 


G=0,1,2,...,n) 


(Hi) 
les polynomes de Lagrange correspondant aus syst&me (1). Partageons F en deux 
courbes F\ et F', sans points communs et supposons que les points Cm, &W, ..., Em, 
(u = u(n)), appartiennent & F, et [W, [M,,..., 6® & F, et que l’ensemble F, est 
ferme. Soit z un point quelconque fixe du plan et designons par 

MN— _ max I Le): 
(Ve n) 
L’au. demontre le theoreme suivant: Si z, est un point de la partie F, de F et 
a Me 

lim int /M® (2) <1 ona lim supY M®(z)>1. N. Obrechkoff (Sofia). 
N>0o Nn—>0X0 


Rajagopal, €. T.: Carath&odory’s inequality and allied results. II. Math. Student, 
Madras 15, 5—7 (1947). 


Für eine Funktion /(2), die im Kreise |2|< R regulär analytisch ist, |f(z2)| <M, 
wird die Ungleichung 
Be ae eur. 
V. (R => li M 
bewiesen, welche im Falle f(0) = 0 wohlbekannt ist. V. Paatero (Helsinki). 
eKjellberg, Bo: On certain integral and harmonie functions. A study in mini- 
mum modulus. Uppsala 1948. 64s. Disp. vid Uppsala Universitet den 27. maj 1948. 
Le comportement de la quantite m(r) = min |f(z)| pour les fonetions entieres 
kl=r 


m Zell, 
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f(z) d’ordre o <} a 6t& beaucoup &tudie. Apres avoir rappele les prineipaux resul- 

tats connus, l’Aut. construit des fonctions entieres particulieres qui lui permettent 

de montrer la precision de ces resultats. — Il considere ensuite les fonctions entieres 

f(z) bornees sur un ensemble E de points et demontre que, sous certaines condi- 

tions imposees & H et& M(r) = u! If(z)|, on a n&cessairement f(z) = const. Parmi 
2=r 


les corollaires indiques, eitons:. Si f(z) est au plus du type minimum d’ordre 
e(0 <o<3) et si |f(2)| est borne sur la suite de points al/® avec a, reel 7 © et 
sup (4,47 —q@,) < 00, alors f(z) = const. — Pour les &tudes precedentes, l’Aut. a 
utilise des fonctions u(z) harmoniques positives dans un domaine et tendant vers 
zero dans le voisinage de tout point frontiere, & l’exception d’un seul A. Si toutes 
ces fonctions %(z) sont proportionnelles, il dit que A est harmoniquement simple; 
si ces fonctions sont des combinaisons lineaires de n d’entre elles, que A est harmoni- 
quement multiple d’ordre n. Il donne quelques exemples des cas n=1,2. 
Dufresnoy (Bordeaux). 

Alisbah, Orhan Hamdi: Über starkschlichte Abbildung des Einheitskreises. 
_ Univ. Istanbul. Fac. Sci. Rec. Mm. comme&m. la Pose de la premiere Pierre des nouv. 
Inst. 39—44 (1948). 

Das Nichtverschwinden des Differenzenquotienten D 

EN Ka) IE) im Einheitskreise & 


7% 
ist genaue Schlichtheitsbedingung für f(z). Verf. bildet m = fing D(z,,2) und 
nennt f(z) starkschlicht, falls m > 0 ist; er normiert dann durch Übergang zu 
fe): m = a2 + Ag2? +: -,alsozu m = 1. Für solche Funktionen zeigt er mittels 
des Schwarzschen Lemmas ja,| >21, |a,| <$ (la? —1); außerdem kann ein Rand- 
punkt des Bildes von & zum Ursprungsabstand 

2 al? 
| < 4a,| + |? — 1 
abgeschätzt werden. Egon Ullrich (Gießen). 

Rothstein, Wolfgang: Die invariante Fassung des. Kontinuitätssatzes für mero- 
morphe Funktionen. Arch. Math., Oberwolfach 1, 119—126 (1948). 

Verf. überträgt den für beliebige analytische Flächen gültigen Kontinuitätssatz 
für reguläre Funktionen [s. H. Behnke, Math. Ann., Berlin 113, 392 (1936); dies. 
Zbl. 15, 165] auf meromorphe Funktionen. Zum Beweise wird der für analytische 
Flächen im Großen ausgesprochene Satz auf den bekannten Kontinuitätssatz für 
analytische Ebenen [s. H. Kneser, .Jber. Deutsch. Math.-Verein. 41, 164 (1932); 
dies. Zbl. 3, 408] zurückgeführt. Dies gelingt, indem man vom schlichten Raum 
R,, zu einem nicht schlichten, dem R,, überlagerten Bereich übergeht und dort 
durch ‚lokale Fortsetzung die Fortsetzung im Großen gewinnt. F. Sommer. 


le 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Germay, R. H. J.: Sur P’elimination des paramötres dans la methode des earac- 
' t6ristiques de Cauchy pour l’integration des &quations aux derivees partielles du 
premier ordre. Ann. Soc. sci. Bruxelles, I. s. 61, 99—105 (1947). 

Viene trattato il problema di Cauchy per un’equazione alle derivate parziali 
del 1° ordine con una funzione incognita di n variabili nel campo analitico, ricon- 
ducendosi a un metodo di approssimazioni successive. @G. Cimmino (Bologna). 

Cinquini-Cibrario, Maria: Sopra il problema di Cauchy per i sistemi di equazioni 
alle derivate parziali del primo ordine. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 17, 75—96 

1948). 

Das Problem von Cauchy für ein System von n partiellen Differen tialglei- 
chungen 1. Ordnung mit n unbekannten Funktionen von zwei Veränderlichen, wobei 
der analytische Charakter der Data nicht vorausgesetzt ist, wird auf eine in einer 
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früheren Arbeit der Verf. [Ann. Mat. pura appl., Bologna 24, 157 -175 (1945)] 
behandelte Aufgabe zurückgeführt. Das System soll von hyperbolischem Typus 
sein, d.h. die n charakteristischen Richtungen sind als stets reell und voneinander 
verschieden vorausgesetzt. Existenz und Eindeutigkeit der Lösung im Kleinen werden 
dann unter lauter Regularitätsbedingungen festgestellt. Wesentliche Vereinfachun- 
gen treten weiter ein, wie Verff. bemerken, falls das System quasilinear ist. Oimmimno. 

Poritsky, H.: Homogeneous harmonie functions. Quart. appl. Math. 6, 379 
bis 388 (1949). 

Verf. betrachtet Lösungen der Laplaceschen Gleichung (1) Ap = 0, die ho- 
mogen vom Grade n sind, d. h. also für jede Konstante € der Beziehung 
p(Cx,Cy,Cz) = (* (x, y,z) genügen. Im Falle n = 0 wird durch Einführung 
isothermer Parameter p,g auf der Einheitskugel die Gleichung (1) in die zwei- 
dimensionale Laplacesche Gleichung bezüglich p und g übergeführt; jede homogene 
Lösung vom Grade 0 von (1) kann daher als Realteil einer analytischen Funktion 
einer komplexen Veränderlichen aufgefaßt werden. Hierzu werden einige Beispiele 
für speziell gewählte p, q angegeben und schließlich dasselbe Resultat noch einmal 
mit Hilfe der Eulerschen Identität für homogene Funktionen: 


10) (0) o 
(2) GutVt27)P= m 


hergeleitet. In Falle n 0 (ganz) lassen sich die homogenen Lösungen von (1) 
ebenfalls mittels analytischer Funktionen darstellen. Dies wird bewiesen, indem 
man entweder von (2) ausgeht oder aber die für n = 0 erhaltene Lösung differen- 
ziert. Der Fall n= 1 wird ausführlich diskutiert. Maruhn (Dresden). 

Serman, D. I.: Über einige räumliche Aufgaben der Potentialtheorie. Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 12, 329—338 (1948) [Russisch]. 

Die beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie werden wie folgt verall- 
gemeinert: Gegeben ist ein endliches Gebiet V, das durch eine konvexe Oberfläche 8 
mit stetiger Krümmung berandet ist. Gesucht ist eine samt ihren Ableitungen bis 
zur m-ten Ordnung stetige Funktion u(x, Y, 2), die in V der Laplaceschen Diffe- 
rentialgleichung und auf $S der Randbedingung genügt 


Da ru f 
> > 5 en fil(Ab 2 
Ye leEn I mt aylz 3 022 (292), 


wo @,,; und f gegebene Funktionen sind. Dabei sind die a,,,; für zwei benachbarte 
Punkte M, (%,, Yı,2,) und M,(&g, Ya; 25) der Ungleichung la, ,,(M,) — a, 1;(M5)| <XNr;a 
mit einer Konstanten N und dem Abstand r,, der Punkte voneinander unterworfen, 
und f ist stetig vorausgesetzt. — Es wird gezeigt, daß die Aufgabe sich durch den. 


Ansatz u = il vF(x, y,2;&,n,£&)dS auf eine Fredholmsche Integralgleichung für 
8 


die Belegungsfunktion v zurückführen läßt. Dabei ist 


F =] vesp filme IH W- Ml+Yla@ Hy) + ee N dxap 


mit 
m & U il 
0 | lat ap ip + pP (ey) 
k=0 !=0j=0 ü ; 
und 


yv=—ilaa+bA)+YR+ß— (an +5B%, 
wo a, b, ce. die Richtungskosinus der äußeren Normalen im Punkt M (€, n, £) bedeuten. 
Der Kern der resultierenden Integralgleichung GH 1! Ri fo 
N 
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ergibt sich zu 


Ne 1 d en 2er Sursee 
WI rien eines BR RER (do 10: 6) Opel] DER On eo’ 


nm = VE E01 + (nm? + (C— Lo. 


Er ist auf $ absolut integrierbar. Die bekannten Integralgleichungen der beiden 


Bandwertaufgaben mit dem Kern — (—) ergeben sich als Sonderfälle für ago = 1 
n\ro 


bzw. a,90 = C08 (N%), Ayo = C08 (NY), Aggı = cos (nz) bei verschwindenden übrigen 
Koeffizienten a,,,. Im Falle konstanter Koeffizienten a, ,,; erweist sich die Integral- 
gleichung als identisch mit derjenigen der ersten Randwertaufgabe. Falls $ eine 
Kugeloberfläche ist, wird ihre Lösung vermittelst Quadraturen durchgeführt, indem 
v, 1/r und fin Reihen nach Kugelfunktionen entwickelt werden. Svenson. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Maravall, Dario: Das Prinzip der Überlagerung und die Integration von partiellen 
Integro-Differentialgleiehungen. Euclides, Madrid 8, 345—347 (1948) [Spanisch]. 

Weinberg (Vajnberg), M. M.: Über die Eigenwerte einer Klasse nicht linearer 
Integralgleiehungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 58, 953—956 (1947) 
[Russisch ]. 

Satz: Es gibt eine gegen Null konvergierende abnehmende Zahlenfolge A,,A3 .. ., 
für die die nichtlineare Integralgleichung 


(a) hy u,(x) = [ K (x, y) 9(u,(y), y) dy 
mindestens eine reelle, in dem n-dimensionalen, beschränkten, abgeschlossenen Gebiet 


B stetige, nicht identisch verschwindende Lösung u,(%) besitzt, wenn g(0, x) = 0 
für alle € © und folgende beiden Bedingungen erfüllt sind: I. X (x, y) ist ein reeller, 


‚ symmetrischer, positiv definiter Kern, dessen iterierter Kern für %, y€ ® stetig 
ist. II. Die für alle vw und zEB reelle, stetige Funktion g(w, x) genügt den Un- 


gleichungen 

uf) <Sug(u, x) Salup+ +5 ul, 
wo f(u) mit f(0) = 0 irgendeine w Funktion ist, « und 5 positive Zahlen, 
0 <p <1. — Bedingung II kann durch eine gleichwertige ersetzt werden. — 
Beweisgedanke: Ersetzt man in (1) X(x, y) durch den n-ten Abschnitt 


 ) 


v=7] Av 


' seiner Bilinearentwicklung, so hat die so abgeänderte Gleichung (1) mindestens 
‚ eine Lösung der Form 


N nm 
(2) u.) = 2, pe) 
E=1Vir 
zam Eigenwert 
1 
(3) 1 = 5 | unle) 9 (p.(@), ©) de 


bei willkürlichem c. Aus den Folgen (2) und (3) lassen sich konvergente Teilfolgen 
ausscheiden, die gegen eine Lösung von (1) konvergieren. Nimmt man für c? eine 
geeignete wachsende Zahlenfolge ec, so erhält man unendlich viele Eigenwerte 
von (1). Iglisch (Braunschweig). 

Conte, Luigi: Su una partieolare equazione integrale in n variabili. Boll. Un. 
Mat.. Ital., IL. s. 2,:25—28 (1947): 


Die Integralgleichung 
© Y 


Y(8, Y) — Hz, Y) 1 | azı / emıPıla)+ MN RI FANG (X, Yy)dyı 
0 
je* 
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wird mittels der allgemeinen Methode von Volterra gelöst. Es ergibt sich ins- 
besondere ein Resultat von M. Lodi [Boll. Un. mat. Ital., II. s. 3, 391—393 (1941); 
dies. Zbl. 25, 82]. Das Ergebnis wird auf den Fall mehrerer Veränderlichen aus- 
gedehnt. O. Miranda (Neapel). 
Volpato, Mario: Sulla risoluzione di una particolare equazione integrale lineare 
di Volterra. Boll. Un. mat. Ital., III. s. 3, 34—40 (1948). 
Verf. untersucht die Integralgleichung 


t [0,6] 
A) ol) + | 24 er Iylr)dr= fl), 
(9 


in der A, und «, positive Konstanten sind. Er gibt einen angenäherten Ausdruck 
für den lösenden Kern von (1) und schätzt den Fehler ab, den man begeht, wenn 
man den Näherungsausdruck für diesen Kern einsetzt. Auf diese Weise beweist 
er die Existenz einer Lösung von (1), ohne auf die Volterrasche Theorie zurück- 
zugreifen. O©. Miranda (Neapel). 

Colombo, Giuseppe: Sopra P’equazione integrale, a nucleo dipendente dal para- 
metro, delle vibrazioni normali di una sfera immersa in un fluido. Rend. Sem. mat. 
Univ. Padova 17, 29—38 (1948). 

Setzt man für die Zeitabhängigkeit einen Exponentialansatz an, so kommt man 
nach Einführung dimensionsloser Größen zu der gewöhnlichen Differentialgleichung 

- en a a =- Au (EHE L, A |Parameter) 


r 


u 
mit den Randbedingungen 

wi) + (h +) ud) = 0, “0-0. 
Gleichwertig hiermit ist die Integralgleichung (v(r) = r - u(r)) 


1 
v(r) + 422 f v(r, s) v(s) ds — 0 
ö 
mit dem symmetrischen Kern | 
wr,s)=ı Kıras? + für s>r, K?s#?+ = für .s: Sp; 
» we hımnıa—h) «x, 
1+h+nii+h+aR' 

Bei Beachtung des Vorzeichens der physikalischen Konstanten erweist sich der ! 
Realteil der Eigenwerte A, als nichtpositiv. In den Grenzfällen x = 0 und x = 
hat man es mit einem Sturm-Liouvilleschen Problem zu tun, die Eigenwerte sind 
rein imaginär. Iglisch (Braunschweig). | 

Williams, John: Some exereises in Laplace transform integrals.. Math. Gaz., 
London 32, 287—289 (1948). 

Widder, D. V.: A symbolic form of an inversion formula for a Laplace transform. 
Amer. math. Monthly 55, 489—491 (1948). 

L’A. mostra che la formola di inversione di Phragm&n [Acta math., Uppsala 
54, 351—368 (1904)] e Fraser [[Amer. math. Monthly 54, 586—588 (1947); questo | 
Zbl. 30, 259] si esprime simbolicamente con 1/T(D); ove Is) & la classica funzione 
gamma e D & l’operazione di derivazione. Da tale punto di vista la detta formola & 
equivalente ad una ben nota formola di inversione. C. Miranda (Napoli). 

Doss, Raouf: On the multiplieators of some elasses of Fourier transforms. Proc. 
London math. Soc., II. s. 50, 169—195 (1948). 

Verf. betrachtet folgende Klassen reeller oder komplexwertiger Funktionen, die 
er im Gebiete (— 00,00) der reellen Veränderlichen x (auch «) stets als betrags- 
mäßig integrierbar im Lebesgueschen Sinne voraussetzt: {1} Funktionen der eben 
genannten Art ohne weitere Einschränkung, weiter Funktionen, die überdies {2} 
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in (— 00,00) beschränkt sind; Funktionen {3} der Art {2}, die in jedem endlichen 
Gebiete im Riemannschen Sinne integrierbar sind; {4} die in (— 00, 00) gleichmäßig 
stetig sind; {5} die in (— 00, 00) von beschränkter Variation sind (d.h. deren Varia- 
tion in jedem endlichen Gebiete unter einem von seiner Länge unabhängigen Fest- 
werte bleibt); {6} die in (— 00, 00) betragsmäßig stetig und von beschränkter Varia- 
tion sind. Jede dieser Klassen ist in der vorhergehenden enthalten, — außer {5}, 
die nicht in {4}, sondern in {3} enthalten ist. — Verf. zählt eine in (— 00, 00) erklärte 
Funktion g(u) zur Klasse (F,) (k=1,2,..., 6), wenn sie das Fouriersche Bild einer 
Funktion der Klasse {k} ist, d.h. wenn es eine Funktion f(x)€ {k} gibt, so daß 


gw)= (any | Hmesp(-iun)de (d=y-1) 


ist. Er nennt ferner eine Funktion A(w) einen Multiplikator (5, k) (1 <j5, k <6), 
wenn ihr Malwert mit jeder Funktion der Klasse (F,) ein Mitglied der Klasse (F,) 
ist. Gegenstand der Arbeit sind folgende beiden Fragen: Wie kennzeichnet sich (A) 
die Zugehörigkeit einer in (— 00, 00) gegebenen Funktion g (u) zu einer der 6 Klassen 
(F,)? (B) die Multiplikatoren-Eigenschaft (j, k) einer gegebenen Funktion A(u) 
(bei festen 7, k)? — Ein Beispiel der Antworten des Verf. auf (A): Kennzeichnend 
für g(u) € (F,) ist, daß g(wu) [1— |u|/n] bei jedem natürlichen n stetig ist und daß 
die Funktionen 


oo 
o,(2)= J g(u) [L— |u|/n] exp u x) du 
folgenden beiden Bedingungen genügen: Es gibt 1. einen Festwert A derart, daß 
oo 
f lo„(a)\de <A; 2. zujedem e>0 ein ö >0, so daß bei jeder Menge E, deren 
— 00 


Maß unter ö liegt, So.) de Se ist, — und 1. und 2. bei jedem r zutreffen. 
E 


Die Klasse (F) war die einzige im Schrifttum schon vorher behandelte (s. A.C. 

\ Berry, Ann. Math., Princeton, II. s. 32, 830—838 (1931); dies. Zbl. 2, 334]. Verf. 

zeigt, daß die dort angegebene kennzeichnende Bedingung für g(wu)€ (F,) aus der 

 seinigen folgt. Auf die Angabe der entsprechenden Bedingungen in den 5 übrigen 

' Fällen muß hier verzichtet werden. Auch bei der Frage (B) muß es bei der Wieder- 
gabe einer Gruppe der 35 von Verf. erzielten — recht einfachen — Ergebnisse be- 

_ wenden: Multiplikatoren (1,1) kennzeichnen sich dadurch, daß [£ A(u)/(w— t) € (F,). 
Dasselbe gilt für Multiplikatoren (2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3), (&1), (4,2), (4,3), (4,4). 

_— Die Notwendigkeit beweist Verf. mit Hilfe folgenden grundlegenden, von ihm 
aufgestellten Satzes: Sind die Funktionen o,(x2) in (— 00,00) betragsmäßig inte- 


oo 
grierbar und ist lim sup f lo„(x)| d&& = oo, dann gibt es eine Funktion f(x)€ {4}, 


‚so daß nn | 
lim sup Im [ fa— &) o„() dE| dx = © 


ist. Er ähnelt einem Satze von Steinhaus [Math. Z. 5, 219—221 (1919)], der in 
‚dem reichen, vom Verf. angeführten Schrifttume der entsprechenden Fragen bei 
'trigonometrischen Reihen vorkommt. L. Koschmieder (Aleppo). 
Dantzig, D. van: On the inversion of k-dimensional Fourier-Stieltjes-integrals. 
| Proc. Akad. Wet. Amsterdam 51, 858—867 (1948). 

Es sei 1. V eine absolut additive Mengenfunktion im k-dimensionalen Raume R 
‚der Punkte %(&%p.- 2%) bzw.t(t,,...,t,) mit beschränkter Absolutwertfunktion 
‚und deren Wert Null auf dem Rande jedes Intervalls A von R; 2. H absolut additiv 


‘in R und das Integral @(B) der charakteristischen Funktion li eitzdH(x) von H 
j R 
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über B beschränkt für alle Intervalle in R sowie dem absoluten Werte nach beliebig 
klein außerhalb eines hinreichend großen, gleichseitigen Intervalls um den Anfangs- 
punkt so, daß für B> R: G(R) = 1 wird. Ist dann (mit dem skalaren Produkt tx) 


olt)= ık eit dV(x) die charakteristische Funktion von V, so wird gezeigt, daß die 
R 


Umkehrformel 
V (4) = lim ö* [| tel p(t/ö) dx dH (It) 
ö—0 RA 
gilt und daß sich hier A noch auf geeignete, nach Borel meßbare Mengen erweitern 


läßt. Diese sehr allgemeine Formel wird nachträglich auf solche (X) = a h(t) dt 


spezialisiert, bei welchen h(t) beschränkte totale Variation besitzt, im Unendlichen 
überall verschwindet, „von Außen“ stetig und mit h(0) = (2r)"* in bezug auf 
die Koordinatenebenen symmetrisch ist. Diese Fälle werden an den Beispielen 
hd) = (2r)# IT FL —t,)F(L+t,) mit fir) = 1 bzw. 0 für r> bzw. <0, sowie 
n 
h(t) = (2r)* e2% mit einer positiv definiten quadratischen Form @ (t) illustriert. — 
Verf. bedient sich einer weitgehenden Begriffsschrift. Das nicht definierte Ze 
Zeichen ist vermutlich als ‚per definitionem gleich‘ zu deuten und wäre (beson- 


ders vor Integralen) durch “1 zu ersetzen. Szentmertony (Budapest). 


‚Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Gagaev, B.: Über Konvergenz in Banachsehen Räumen. Uspechi mat. Nauk 3, 
Nr. 5, 171—173 (1948) [Russisch]. 

The author makes the obvious remark that a weakly convergent sequence of 
elements of a Banach space ist strongly convergent if it is compact; he further 
observes that a theorem of Carath&odory on Fourier constants is & consequence 
of this fact and Arzelas theorem on equi-continuous functions. G. Loreniz. 

Lorentz, G. G.: Operations in linear metrie spaces. Duke math. J. 15, 755 — 761 
(1948). 

A linear vector algebra X = (x) with real coefficients a is a linear metrie space 
(l.m. sp.) if it bears a metrie o(x, y) in which the operations x + y and ax are 
continuous. A l.m.sp. X is of type (F) if it is complete and if o(x, y) isinvariant 
under translation: o(&+z, y+2)=o(xz,y). The author extends some facts 
‚which are known for spaces of type (F) [cf. S. Banach, Theorie des op6rations lin&- 
aires, Warsaw 1932, pp. 38—40], to general l. m. spaces. — Let X, Y betwol.m.sp., 
X complete. Let y= Sx be a linear (i.e. additive and continuous) mapping of X 
on Y. Itis shown that $ is open (i. e. carrying open sets @C X in open sets S@C Y) 
or not, according as Y is of the second or first category in itself. — As a one-to- 
one mapping S is open exactly if 8”! iscontinuous, this yields a solution of the in- 
version problem for such mappings. — If a sequence of linear mappings y = S,® 
is everywhere convergent in X, then it is shown that the limit y= Sx is also 
a linear mapping. — Finally, it is shown that a complete l.m.sp. may be reme- 
trized by an equivalent (F)-metric if, and only if, o(x,—x,,0) > 0 (m,n — &) 
implies the existence of an zeX such that o(z,,2) —0. Bela Sz.-Nagy. 

Hopf, Eberhard: Kennzeichnung der durch Punkttransformationen erzeugten 
linearen Funktionaloperatoren. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. 
München 1944, 233—236 (1947). 

Sei M die Mannigfaltigkeit aller auf einer Punktmenge 2 definierten reell- 
wertigen beschränkten Funktionen f(x). Eine eineindeutige Abbildung x — Tx 
von 0 auf sich erzeugt eine Funktionaltransformation Lf(x) = f(Tx), die offenbar 
die folgenden Eigenschaften besitzt: a) Z bildet M ein-eindeutig auf sich ab, b) 
L/+g9=L/-+ 1g,e)für f(&)=0 ist Lf(®) 20 und ZA) >0, Z1=1.— 
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Es wird bewiesen, daß diese Eigenschaften auch hinreichend sind dafür, daß eine 
Funktionaltransformation L durch eine Punkttransformation obiger Art erzeugt 
sei. Bela 82. Nagd (Szeged). 


LivSie, M. S.: Zur Theorie isometrischer Operatoren mit gleichen Defektindizes. 
nn, Akad. Nauk SSSR, II.s. 58, 13—15 (1947) [Russisch]. 
| LivSie, M. S.: Zur Theorie der Elementarteiler nicht-Hermitescher Operatoren. 
\ Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 60, 17—20 (1948) [Russisch]. 


Ein vollständiges System invarianter Teilräume zu einem Operator A im 
Hilbertschen Raum 9 (‚Zerlegung der Einheit“) kennt man bisher nur für normale 
Operatoren (NN* — N*N), insbesondere für unitäre und selbstadjungierte. Verf. 
gibt (ohne Beweise) ein ähnliches Ergebnis an für die (nichtnormalen) ‚‚quasiuni- 
tären‘‘ Operatoren 7 und für die daraus durch Cayleysche Transformation erhal- 
tenen „quasihermiteschen‘ Operatoren. — V sei isometrisch mit den Defektindizes 
(m,m): V&=-6©, V9= bh, 9= 68 DB=&8&V; Dim (DB) = Dim (P’) = 
m <.00; T sei Fortsetzung von V über ganz 9; TD— ©, |Th| < |h|. Dann heißt T 
„quasiunitär vom Grade m‘. (Den Fall m = 1 hat Verf. bereits in Mat. Sbornik, 
II. s. 19, Heft 2 (1946) behandelt.) Z£ sei ein komplexer Parameter, || <1. Auch 
V.e=(V—L£)(1—{V) ist isometrisch; & und ®: sind die zugehörigen Teil- 
räume. Ein Operator W = W(£), der ® auf D’ abbildet, läßt sich mittels Projek- 
toren erklären: WPa Pa,—P» Pa,. Ist 7, die Einschränkung von 7’ auf D, so sei 
Wr = (1— WT#)-(T,— W). Nach Wahl von Orthonormalsystemen in D und ®’ 
erscheinen W und W„ als m-reihige Matrizen (W), (Wr), die durch V bzw. 7’ be- 
stimmt sind bis auf je einen unitären Faktor von rechts und links. (W) bzw. (Wr) 
heißt ‚‚charakteristische Funktion“ von V bzw. von T, die Determinante 
A(&) = |(Wr)| die „Hauptinvariante“ von T. Es gilt nun: |Wf| < |f|; |Wrf| < |f}; 
ar Matrixelemente von (W) und (Wr) sind regulär-analytisch in [&| <1; ist V 
irreduzibel, so ist der unitär-invariante Charakter von V völlig durch (W) bestimmt, 
und ein entsprechendes V existiert auch stets bei Vorgabe von (W). — Ist A(d) = 
A,(©) A,(©) und bilden A, A, und A, das Gebiet |{| <1 in sich ab, so heißt A, Teiler 
von A; jedem solchen Teiler der Hauptinvariante entspricht ein bezüglich 7 in- 
varianter Teilraum 9,C 9, in welchem die Einschränkung 7, wieder quasiunitär 
vom Grade m und mit der Hauptinvarianten 4,(£) ist. En Überblick über die 
sämtlichen Teiler von A(£) und damit über die eankraen Teilräume von T' liefert 
nun ein funktionentheoretischer Satz, der ohne Zitat angegeben wird: A(&) ge- 
stattet eine Darstellung 


() a La). ll en do(a ) 


1— 2, &% E—e! 


wo £, die Nullstellen von A in |ö| <1 sind und o(x) monoton nicht fällt. Den Null- 
stellen £, entsprechen die endlichdimensionalen invarianten Teilräume zu 7, den 
Intervallen Ao(x) die unendlichdimensionalen. Die Z, sind Pole der Resolvente, 
also diskrete Punkte des Spektrums von 7’. Es gibt eine zu 7’ gehörige Zerlegung 
= 8 (9 + 95) mit folgenden Eigenschaften: in 9, und sonst nirgends ist 7 
unitär; 9, ist die abgeschlossene lineare Hülle aller endlichdimensionalen invarianten 
Teilräume; den zu 9, und 9, gehörigen Einschränkungen 7’, 7, entsprechen als 
Hauptinvarianten der diskrete und der stetige Faktor in der Zerlegung (1) von A(£). 


Es kann z.B. sein, daß 9, leer ist und A(d)= exp (a = ar ) (a >0); alle Teiler 


von A(£) haben dann die Gestalt exp e >) (0 <b<.a). — Für die quasiher- 


miteschen Operatoren Bgilt: B= A, +iA,, A, und A, Hermitesch, A, 9 endlich- 
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dimensional. Der obige Zerlegungssatz überträgt sich sinngemäß. Ist B quasi- 
hermitesch, A, vollstetig und (A,h,h) 20 für he9, so gibt es zu B invariante 
Teilräume 9, 9, & (0 <t <1) mit den Eigenschaften: 9, wie oben; 9, fremd 
zu 9; 9 + 9= 9 5C E für 0ss<ist; & „= ud; & = (0), E&= 9- 
Auch die Fälle $, = (0) und 9, = (0) kommen vor; für ersteren wird ein einfaches 
Beispiel gegeben. — Ist L(y) ein formal selbstadjungierter, gewöhnlicher, linearer 
Differentialausdruck, der durch ein System von Randbedingungen zu einem Ope- 
rator Bin L,(a, b) mit Im (By, y) >0 wird, so spannen die endlichdimensionalen 
invarianten Teilräume von B den ganzen Raum L,(a, b) auf. Ein Gegenbeispiel 
zeigt, daß die Definitheit von Im B wesentlich ist. Wecken (Haltingen Kr. Lörrach). 


Korenbljum, B.I., 8. 6. Krejn und B. Ja. Levin: Über einige nichtlineare 
Fragen der Theorie der singulären Integrale. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 62, 
17—20 (1948) [Russisch ]. 

Eine Fortführung von früheren Arbeiten derselben Verff. [Doklady Akad. 
Nauk SSSR, II. s. 60, No. 1 und 2 (1948)]. Es wird eine allgemeine Form von linearen 
Funktionalen in gewissen speziellen Funktionsräumen in Form von Stieltjesschen 
Integralen aufgestellt mit Anwendungen auf nicht lineare singuläre Integrale. Es 
wird der Funktionsraum aller vollstetigen Funktionen im Intervall 0 sr si 
betrachtet, deren Werte einem separablen Banachschen Raum angehören, ferner 
der Raum aller reellen Funktionen f(x), 0 <x <1, mit der Eigenschaft: Das 
Produkt = OU? (x,r) f(x), wo die vorgegebene, nichtnegative Funktion O(z,r) 
im Quadrat 0 <x, r <S1 im Baireschen Sinn meßbar und p >1 fest gegeben 
ist, gehört als Funktion von # für jeden Wert von r im Intervall 0 <r SI zur 
Klasse LP (0,1) und ist als Funktion von 7 eine vollstetige abstrakte Funktion mit 
Werten aus Z? (0,1). — Im letzteren Fall ist die allgemeine Form des Funktionals 


1 
gegeben durch den Ausdruck F(f) = Mi P(x) &)a2! wo Pix) Bich’aurch"Ra 
N) 


N 


1 
Y(x) f- O(z,r)do(r) darstellen läßt mit einer im Intervall (0,1) nicht abnehmenden 
ö 
Funktion o(r) und einer Funktion y(x), die den Bedingungen genügt: 
1 
es fals p=, und | 9(x, r) v(a)@de=1, falls p >1, = + < pP 
Ö 
für alle r, 0 <r s1, bis auf höchstens eine Nullmenge des durch a(r) gegebenen 
Maßes. — Dieselbe Darstellung der Funktion F(x) erweist sich als notwendig und 
1 


hinreichend dafür, daß ). F(x)f(x)dx für jedes f(x) aus dem angegebenen Raume 
ö 


existiert, falls zusätzlich O(x,1) = 1 gefordert wird. — Als Anwendung wird eine 
einparametrige Familie positiver Funktionen ©,(z) = O(2,7), 0 <t<s1,0(x,1)=1, 
1 


betrachtet. Wird sie als Kern eines Integrales Mi O(x,r) |f(x)P dx verwendet, das 
ö 


mit f(#) der vorhin angegebenen Art gebildet wird, und strebt dieses Integral stets. 

zusammen mit r nach Null, so nennt Verf. diese Kerne p-singulär und gibt eine not- 

wendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß für eine Funktionenfolge F, (x). 
1 


im. Interyall Oh, un el lm [F,«) Ma)de- 0 ist für alle Funk- 


tionen f(x), in bezug auf welche ©, (x) p-singulär ist. Diese Bedingung zieht die- 

selbe Darstellung der Funktionen F,(x) der Folge, wie oben für F(x), heran. — 

Die Beweise stützen sich meist auf Sätze von Banach und sind nicht ausgeführt. 
Svenson (Frankfurt a. M.). 
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Hopf, Eberhard: Über die Funktionalgleichungen der trigonometrischen und 
hyperbolischen Funktionen. S.-B. math.-naturw. Abt. Bayer. Akad. Wiss. München 
1945/46, 167—173 (1947). 

Verf. beweist das klassische Resultat von G. Hamel [Math. Ann., Berlin .60, 
459—462 (1905)], wonach bezüglich der reellen Lösungen der Funktionalgleichung 
f& + x) = f(x) + f(x’) die folgenden zwei Alternativen feststehen: Entweder ist 
f(2) = ex für alle & (c ist eine beliebige Konstante), oder die Kurve y= f(x) 
erfüllt die xy-Ebene überall dicht. Die Methode des Beweises ist im Wesen identisch 
mit der von G. Hamel. — Bezüglich der Lösungen der Funktionalgleichung 
ge +x)=g(x)+g(«) (modi) wird bewiesen, daß entweder g(a)=c-x 
(mod 1) für alle # gilt, oder die Kurve y=g(x) auf dem xy-Zylinder (y mod 1 
genommen) überall dicht liegt. — Von der Funktionalgleichung F(x + x) = 
F(x)- F(x’') für komplexwertige F wird folgender Satz bewiesen: Entweder ist. 
F(x) = e“* (A komplex), oder die Punkte der Kurve » = F(x) liegen auf der Fläche 
anr+bp+cx=0 (w=rei?; a,b nicht beide Null) des zw-Raumes und, er- 
füllen diese überall dicht. Oder aber die Kurvenpunkte erfüllen den ganzen zw- 
Raum überall dieht. — Zum Schluß wird die Funktionalgleichung C(z= + x) 
+ 0(& — x) = 2C (x) - C(x') (CO reell) diskutiert. Falls CO (x) = 0, so liegt die Kurve 
y= (O(x) entweder in der Halbebene y >1 oder im Streifen |y| <1. Dabei ist 
die Lösung O(z2) = Chez bzw. O (x) = cos c# (c const.), oder aber die Kurve er- 
füllt einen der beiden genannten Bereiche überall dicht. St. Fenyö. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung : 


Cramer, Harald: On the theory of stochatie processes. 10. Skand. Mat. Kongr. 
Kebenhavn 1946, 28—39 (1947). 

Der Vortrag gibt eine Übersicht über neuere Ergebnisse und Probleme in der 
Theorie der Stochastischen Prozesse. Insbesondere werden Doobs und Wieners 
Untersuchungen über Funktionsräume und gewisse Ergebnisse des Vortragenden 
über die Spektraldarstellung stationärer stochastischer Prozesse erörtert. 

Elfving (Helsinki). 

Karhunen, Kari: Lineare Transformationen stationärer stochastischer Prozesse. 
10. Skand. Mat. Kongr., Kobenhavn 1946, 320—324 (1947). 

Verf. berichtet über gewisse Ergebnisse bezüglich der Spektraldarstellung 
stationärer stochastischer Prozesse, welche in seiner später erschienenen These 
(dies. Zbl. 30, 201) ausführlich dargestellt worden sind. Elfving (Helsinki). 

Ottestad, Per: On some diserete frequeney functions. Skand. Aktuarietidskr. 
1948, 1—13 (1948). 

Verf. untersucht die Klasse diskreter Verteilungen 


F@) = [m + Dem ++ 91-7) ()/ (Ei 2)» 


it 


2) = S ©(y) - Faly)ay 


0 


die sich aus 


mit 


ergibt, durch Bestimmung ihrer Momente und der f(@ + 1) mit f(x) verknüpfenden 
Differenzengleichung. Die praktische Brauchbarkeit wird an numerischen Bei- 
spielen geprüft. Läßt man v und m mit konstantem v/m bzw. k und m mit kon- 
stantem k/m bzw. v, k und m mit konstantem kv/m über alle Grenzen wachsen, 
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so strebt f(x) gegen die binomische bzw. Pascalsche bzw. Poissonsche Verteilung. 
Da für diese Klasse von Verteilungen die zweiten Differenzen der Quotienten 


de N AU a) 
der faktoriellen Momente 0% = E(x')) negativ oder Null sind, stellt Verf. ihr die 
sich aus 


en = F)ra- mr, Bm=(,)a+D ray? 
ergebende Klasse eIE;, 
ta=(z)a+D( fa +v +2 en) 


mit positiven zweiten Differenzen der ö,) gegenüber, die für a >&,b >00, u > 0 
mit konstantem b/a bzw. v/a die Pascal-Verteilung und mit konstantem bv/a die 
Poisson-Verteilung enthält. M. P.@Geppert (Bad-Nauheim). 

e Bouzitat, J.: Note sur un problöme de sondage. Paris: Office National d’Etudes 
et de Recherches Aeronautiques 1947. 57 p. 6 tabl. 300 fr. 

In questa interessante Nota I’A. studia e risolve vari problemi che si possono 
compendiare nel modo seguente: „Si supponga che tutte le possibili ripartizioni di 
una popolazione tra certe diverse categorie a, ß,... siano a priori egualmente 
probabili; fissata a caso una di queste ripartizioni, la cui composizione si suppone 
di non conoscere, se ne estraggono, senza ripetizione, un certo numero » dindividui 
.e si constata che a di essi presentano il carattere «, b presentano il carattere ß,... 
(a+b+:.-=n). Cosa si puö dire, al lume di questi risultati sperimentali, sulla 
composizione della ripartizione prescelta ?‘“ — L’interesse della ricerca & soprattutto 
teorico, perche in pratica non sarä mai lecito supporre la equiprobabilitä di tutte le 
possibili ripartizioni. — Sarebbe interessante ripetere la ricerca nell’ipotesi, suggerita 
da C. Gini [Studi Econ.-Giur. Cagliari (1911); Atti VII Riun. Soc. Ital. Statist. 
(1943)], che ladistribuzione a priori delle ripartizioni abbia la seguente funzione di 
densitä: 

I(R-+k 
© (P1 Pa». Pr_1) 774 7, m n 3 Fe .E Pi Py role PIE 


k 
dove:k &ilnumero delle categorie, p,& la probabilitä della categoria i-ma| N; p,=1), 
1 


"1,79, : - ., 7, Sono k parametri che si calcolano sfruttando gli altri risultati sperimentali 
k 

di cui si @ a conoscenza; e finalmente R= &;r,. @. Pompilj (Roma). 
1 


Statistik: 


Bruges, W. E.: The curve of error in which the maximum error is defined. Philos. 
Mag., J. theor. exper. appl. Physies, London, VII. s. 39, 394—399 (1948). 
Unter der Annahme, daß sich ein auf das Intervall -—A<x< h beschränkter 
B:obachtungsfehler x aus m unabhängigen Elementarfehlern vom Betrage |d«| 
zusammensetzt, von denen jeder mit der gleichen Wahrscheinlichkeit positiv oder 
negativ sein kann, leitet der Verf. aus der Binomialverteilung der Vorzeichen das | 
Fehlergesetz y—=k-(1— x/h)"e” ab. Die Konstanten bestimmen sich dabei aus 
h 


den Gleichungen k.h=1/r und 2 ih ydxz = 1. Treten positive Vorzeichen mit 
Ö 


‚größerer Wahrscheinlichkeit auf als negative oder umgekehrt, so lassen sich in ganz 
entsprechender Weise schiefe Verteilungen für den Fehler & erhalten. Georg Friede. 
Epstein, Benjamin: Application of the theory of extreme values in fraeture 
problems. J. Amer. statist. Assoc. 43, 403—412 (1948). 
Die Festigkeit einer Materialprobe mit N Fehlstellen ist durch die „schlimmste“ 
(derselben bestimmt. Gehorcht die „Größe“ x der Fehlstellen der Häufigkeits- 
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verteilung f(x), so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte h(y) des Wertes y der schlimm- 
sten Fehlstelle nach H.Cramör [Mathematical methods of statisties, Princeton 
Univ. Press 1946] gegeben durch die asymptotische Formel 


h(y)=n: f(y) exp E il I(y) a). 


Nach dieser Formel wird für einige wichtige Fälle von f(x) der wahrscheinlichste 
Wert, der Erwartungswert und die Streuung von y berechnet: ist z. B. f(x) Gaußisch, 
so fällt die wahrscheinlichste Bruchspannung bei einer Probe des Volumens V linear 


mit V log V mit kleiner werdender Streuung für wachsendes V. Hans Richter. 

Wishart, John: Proofs of the distribution law of the second order moment 
statisties. Biometrika, Cambridge 35, 55—57 (1948). - 

Verf. gibt eine Übersicht über verschiedene Beweise für das nach ihm benannte 
Verteilungsgesetz. Zu den angeführten mögen noch die neulich erschienenen Be- 
weise von Sverdrup [Skand. Aktuarietidskr. 30, 151—166 (1947)] und Rasch [Ann. 
math. Statist., Ann Arbor 19, 262—266 (1948)] gefügt werden. Er macht ferner auf 
elegante geometrische Deutungen gewisser in der mehrdimensionalen normalen Ver- 
teilungstheorie benutzter orthogonaler Transformationen aufmerksam. Elfving. 

Pearson, E. S. and Maxine Merrington: 2x 2 tables; the power funetions of the 
test on a randomized experiment. Biometrika, Cambridge 35, 331—344 (1948). 

Die Entstehung der Belegung einer 2x 2-Tafel kann wahrscheinlichkeits- 
theoretisch in verschiedener Weise aufgefaßt werden je nachdem, welche Marginalien 
man als vorgegeben ansieht [vgl. G.A. Barnard, dies. Zbl. 29, 156], woraus sich 
verschiedene Ansätze für den Signifikanztest ergeben. Für groß>2 Gesamtheiten 
sind diese Unterschiede praktisch belanglos für die Schrankenberechnung; dagegen 
sind sie wesentlich bei Betrachtung der Teststärke. Während letztere für das 
Pearson-Problem II [vgl. E. S. Pearson, dies. Zbl. 29, 274] bei Patnaik [dies. 
Zbl. 30, 314] behandelt wurde, wird hier ein Ansatz für die Teststärke beim Fisher- 
schen Test gemacht. — Die Zeilen der 2x 2-Tafel mögen 2 „Behandlungsweisen‘“ A 
und B, die Spalten den Anzahlen der Erzielung einer Reaktion oder des Fehlens 
einer solchen entsprechen. Für die Analyse wird angenommen, daß unter den N 
Individuen einige der Anzahl X sowohl bei A als auch bei B, der Anzahl Y nur 
bei B, der Anzahl W nur bei A und der Anzahl Z weder bei A noch bei B reagieren. 
Bei zufälliger Verteilung dieser vier Gruppen auf die beiden Behandlungsweisen mit 
vorgegebenen Gesamtzahlen m und n entsteht eine 2X 4-Tafel, von der die beobach- 
tete 2X 2-Tafel eine Kondensation ist. In vorliegender Arbeit wird speziell W = 0 
gesetzt; d.h. B versagt nicht, wenn A Erfolg hat. Der kritische Bereich bei Vorgabe 
einer Signifikanzschranke werde durch den Fisherschen Test für die Nullhypothese 
Y = 0 gegeben. Dann ist die Teststärke P gegeben durch die Wahrscheinlichkeit 
des Fallens in den kritischen Bereich bei Vorgabe fester Werte für X und Y. Die 
Berechnung geschieht für kleine Anzahlen N—= m + n durch direkte Auswertung 
der hypergeometrischen Terme, für größere N durch Approximation mit Hilfe einer 
Normalverteilung unter Nachprüfung der Genauigkeit durch stichprobenweise 
direkte Rechnung. — Angegeben sind die Kurven P(X, Y/(N — X)) für die Signi- 
fikanzschranken 0,05 und 0,15 bei m= n = 10, 15, 25. — Da X und Y als Margi- 
nalien der 2X 4-Tafel nicht auch Marginalien der 2x 2-Tafel und daher prinzipiell 
unbekannt sind, ist der praktische Wert der Kurven ein beschränkter. Immerhin 
kann für Zwecke der Testplanung der erforderliche Mindestwert von N abgelesen 
werden. Hans Richter (Haltingen/Baden). 

Moran, P. A. P.: Rank correlation and produet-moment eorrelation. Biometrika, 
Cambridge 35, 203—206 (1948). 

Verf. berechnet Erwartungswert und Streuung für die Spearmansche Rang- 
korrelation r, im Falle normalverteilter Variablen x, y mit beliebigem linearem 
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Korrelationskoeffizienteno. Der Erwartungswert wird mit dem entsprechenden 
Erwartungswert des gewöhnlichen (empirischen) Korrelationskoeffizienten r nu- 
merisch verglichen. Die Streuung ergibt sich als eine ziemlich komplizierte Reihe 


nach Polynomen von o. — Zwecks Berechnung der Streuung wird nebenbei die 
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses x, > 0,...,2%4> 0 für beliebige normalver- 
teilte %,... ,%, ausgewertet. Elfving (Helsinki). 


Fröchet, Maurice: Le eoeffieient de connexion statistique de Gini-Salvemini. 
Mathematica, Timisoara 23, 46—51 (1948). 

L’A. dimostra che il coefficiente di connessione gyx di C. Gini, seritto 
sotto la forma proposta da T. Salvemini, la quale rende assai piü rapidi i calcoli, 
soddisfa ad aleune condizioni che si possono riduıre alle seguenti: PO<gxy<I1; 
ed & effettivamente capace di prendere tutti i valori di questo intervalle serrato; 
2 & gpx—=1 se e solo se la variabile casuale Y & funzione univalente della X; 
30 & gyx = 0 se e solo se le variabili casuali Y e X sono statisticamente indipendenti 
(cioe la legge di distribuzione della Y quando X = x & indipendente da x). 

@G. Pompilj (Roma). 

Lindley, D. V.: Regression lines and the linear funetional relationship. Suppl. 
J. R. statist. Soc., London 9, 218—244 (1947). 

Es seien &,:...,&,5 &,r1 stochastische Veränderliche (die „wahren Werte“), 
von denen angenommen wird, daß die Regression von £,,, auf &,,...,&, linear ist. 
Ferner seien A&,,...,4&,;ı (die „Fehler‘‘) gegenseitig und von den £, unabhängig. 
Verf. stellt zum Anfang die Frage, unter welchen Bedingungen die genannte lineare 
Regression für die Variablen x, = &, + JE, (die „beobachteten Werte‘) aufrecht 
erhalten bleibt. Als Bedingungen ergeben sich gewisse lineare Relationen zwischen 
den kumulativen Funktionen (k. F.) der Variablen &,,...,&,; A&,..., A&,. Ins- 
besondere müssen im Falle n=1 die k.F. von &, und A&, proportional sein. — 
Es folgt eine methodologische Diskussion des Regressionsproblemes in dem eben 
angedeuteten Falle, daß die beobachteten Werte der unabhängigen Variablen mit 
Fehlern behaftet sind und wo also zwischen einer wahren und einer beobachteten 
Regression unterschieden werden muß. Die zugehörigen Estimationsprobleme 
werden für den Fall normaler Verteilung unter verschiedenen Annahmen hinsichtlich 
der auftretenden Parameter gelöst. Elfving (Helsinki). 

Aitken, A. €.: On the estimation of many statietieal parameters. Proc. R. Soc. 
Edinburgh A 62, 369—377 (1948). 

Die Abhandlung schließt sich an früheren Untersuchungen des Verf. und seiner 
Schüler an [Aitken und Silverstone, Proc. R. Soc. Edinburgh A 61, 186—194 
(1941); Solomon, Thesis, Edinburgh 1944].. Es bedeute X das vorliegende statisti- 


sche Material (sample), ©,,...,©, (vektoriell: ©) die zu schätzenden Parameter, 
und ®(X;0©) die Frequenzfunktion von X. Ausgangspunkt ist die Forderung, 
daß die gesuchten Schätzungen £,(X) (We =1,...,k) mittelwerttreu uud von kleinst- 


möglicher verallgemeinerter Varianz (im Sinne von Wilks) sein sollen. Die Fälle 
k—=1,2 sind in den oben genannten Abhandlungen behandelt worden; hier wird 
die Verallgemeinerung zu beliebigem %k gegeben. Hinreichend für die Existenz von 
Schätzungen besagter Art ist, daß ®(X; ©) ein System von Differentialgleichungen 
der Form 
7 log 9 = FA M-9] G=L....) 

erfüllt. Dies kann unter Umständen — aber keineswegs immer — durch eine ge- 
eignete Parametertransformation erreicht werden. Es handelt sich wesentlich um 
die Existenz von „sufficient statistics“. Die Ergebnisse dürften sich hauptsächlich 
mit denjenigen von Oramer (Skand. Aktuarietidskr. 1946) decken. Elfving. 

Guerreiro, Amaro: Stichproben. — Methoden zu ihrer Auswahl. Rev. Economia, 
Lisboa 1, 221—224 (1948) [Spanisch]. 
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Stange, K.: Die zweckmäßige Auswertung von punktweise aufgenommenen 
Zeit-Weglinien. Ingenieur-Arch. 16, 383—402 (1948). 

Eingehende und mit Berücksichtigung praktischer Gesichtspunkte angestellte 
Untersuchungen über Fehlergesetze bei (abschnittsweise) ausgeführter Glättung 
einer Reihe von fehlerbehafteten Messungsergebnissen. Nyström (Helsinki). 

Spencer-Smith, J.L.: The oseillatory properties of the moving average. Suppl. 
J. R. statist. Soc., London 9, 104—113 (1947). 

In der praktischen Zeitreihenanalyse wird eine etwaige Trendkomponente 
öfters durch Subtraktion eines geeigneten gleitenden Mittelwertes eliminiert. Die 
übrigbleibende Reihe kann dann hinsichtlich Periodizität, Autokorrelation usw. 
untersucht werden. Verf. macht auf eine hier steckende Gefahr aufmerksam: die 
Restreihe weist unter Umständen oszillatorische Eigenschaften auf, welche mit der 
tatsächlichen Struktur der analysierten Reihe nichts zu tun haben. Numerische 
Beispiele werden gegeben. Elfving (Helsinki). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Cody, Donald D.: Sampling errors in mortality and other statisties in life insu- 
rence. J. Amer. statist. Assoc. 43, 442—450 (1948). 

e Malecot, G.: Les mathematiques de P’heredit6. Paris: Masson & Cie. 1948. 
X, 66p. 180 frances. 

Auf 62 Seiten gibt Verf. eine Synthese eigener und fremder Untersuchungen 
und Ergebnisse auf dem Gebiete der stochastischen Theorie der Vererbung und 
Evolution in einer Bevölkerung. Nach einleitender kurzer Darstellung der Grund- 
begriffe und -gesetze der Mendelschen Erblehre, des Wrightschen Inzuchtkoeffizienten 
sowie der Gen- und Genotypenhäufigkeiten ein- und mehrortiger Merkmale in 
stationären panmiktischen bzw. isogamen Bevölkerungen widmet Verf. Kap. II im 
Falle intermediärer bzw. dominanter Vererbung der Bestimmung der Korrelation 
quantitativer Merkmale bei zwei verwandten bzw. beliebigen Individuen, mit welcher 
Verf. 1941 den Anschluß der auf den Chromosomen fußenden modernen Genetik 
an Galtons korrelationsstatistische Behandlung der Vererbung gewonnen hat. 
Kap. III behandelt die Evolution mendelistischer Bevölkerungen. Durch Auflösung 
von linearen Differenzengleichungen für den Inzuchtkoeffizienten f, erkennt man 
im Falle neutraler, nicht mutierter Gene, daß in einer beschränkten panmiktischen 
Bevölkerung f, mit wachsendem n gegen 1 konvergiert, d.h.im Laufe einer Reihe 
von Generationen, deren Anzahl von der Größenordnung der Bevölkerung ist, das 
eine allele Gen durch Zufallswirkung ausgemerzt und die Bevölkerung homozygot 
wird. Das Ergebnis modifiziert sich, wenn der Bevölkerungsumfang nicht konstant 
bleibt, sondern in bestimmter Weise anwächst, sowie bei Berücksichtigung von 
Mutation und Einwanderung. Im Anschluß an Wrishts Arbeiten wird die Gleichung 
g=—-u+vi—g)+ gal—g)(t-+ wg) für die Variation öqg der 
Genhäufigkeit q im Laufe einer Generation, wobei die Konstanten v, v zusammen 
Mutation und Einwanderung, t und w die Selektion charakterisieren, diskutiert, und 
deren stationäre Grenzlösungen werden aufgesucht unter verschiedenen Voraus- 
setzungen. Im Falle beschränkter Bevölkerungen handelt es sich um einfache Mar- 
koffsche Ketten, und Verf. stellt unter plausiblen Annahmen über die Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Laplaceschen Transformierten für die Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung 9(g,t)dq (t = Zeit) die Fundamentalgleichung 


q 
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auf, deren asymptotische Lösung für t—0oo ebenfalls von Wright stammt; die 
Untersuchung für endliches t führt auf hypergeometrische Reihen. Während die 
bisherigen Untersuchungen des Einflusses der Einwanderung stets voraussetzten, 
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daß diese aus einem unerschöpflichen Reservoir konstanter Genverteilung erfolgte, 
berücksichtigt Verf. schließlich in seinen bisher unveröffentlichten Untersuchungen 
hierüber die gegenseitige Beeinflussung im Individuenaustausch stehender Bevöl- 
kerungen; im stationären Grenzzustand ist der Korrelationskoeffizient zweier ana- 
loger quantitativer Mendelscher Loci, die in derselben Generation aus je einem 
Individuum an verschiedenen Orten herausgegriffen werden, Lösung einer Fredholm- 
schen Integralgleichung. M. P.@Geppert (Bad-Nauheim). 

eSamuelson, P. A.: Foundations of eeonomie analysis. Cambridge: Harvard 
University Press 1947. XII, 447 pp. $ 7.50. 


Geometrie. 
Elementargeometrie: 


e Molenbrock, P.: Lehrbuch der ebenen Geometrie. 10. Aufl. Groningen, 
Batavia: P. Noordhoff N. V. 1948, 6388. F 15.— geb. [Holländisch]. 


e Athen, H.: Ebene und sphärische Trigonometrie. (Bücher der Mathematik 
und Naturwissenschaften, herausgeg. v. Dr. Henry Poltz.) Wolfenbüttel-Hannover: 
Wolfenbütteler Verlagsanstalt G.m.b.H. 1948. (Notdruck.) 1128. mit 51 Abb. 
Preis brosch. 7,50 DM. 


Der Verf. behandelt alles Wichtige aus der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das in 
Hochschulvorlesungen über Geometrie, Geodäsie, Astronomie usf. benötigt wird. — Die Additions- 
theoreme sowie die Grundformeln üker ebene und sphärische Dreiecke werden vektoriell ab- 
geleitet, auf historische Bemerkungen und Hinweise sowie auf die Angabe von Merkregeln wird. 
nicht verzichtet. In elementarer Weise werden auch die Potenzreihen der trigonometrischen 
Funktionen gefunden und auf Analogien zu den Hyperbelfunktionen verwiesen. Die rechnerische 
und zeichnerische Lösung der Grundaufgaben über ebene und sphärische Dreiecke sowie zahl- 


reiche Anwendungen in Geodäsie, mathematischer Geographie, sphärischer Astronomie, Nautik. 


usf. werden z. T. auch in numerisch ausgeführten Beispielen besprochen. Trotz der elementaren 
Breite, mit der das Buch geschrieben ist, wird an verschiedenen Stellen versucht, tiefer einzu- 
dringen und etwa Zusammenhänge mit der Gruppentheorie oder dgl. zu skizzieren. Es wird auch 


der Übergang von der sphärischen zur ebenen Trigonometrie vollzogen, Legendres Satz über 


schwach gekrümmte sphärische Dreiecke wird bewiesen, und die Verallgemeinerungen des Drei- 
ecksbegriffes von Möbius und Gauß-Study werden kurz behandelt. Sphärische Koordinaten, 
der Zusammenhang mit dergnomonischen Projektion sowie die sphärischen Kegelschnitte werden 
gestreift. Kartenentwürfe werden sonst nur angedeutet, auf Zusammenhänge mit der Nicht-. 
Euklidischen Geometrie wird nicht eingegangen. Dem praktischen Bestimmungszwecke des. 
Buches gemäß werden auch sphärische Polygone, Pentagramma mirificum usf. nicht behandelt. 


[Bemerkung: Auf 8. 17 ist der Vektor € = [ce [a b]] nicht „ein in der durch c gehenden und auf’ 


der Zeichenebene (Ebene der komplanaren Vektoren a, b, c) senkrecht stehenden Ebene liegender 
Vektor“ !] H.R. Müller (Graz). 


Kustaanheimo, P.: Symmetrical form of the spherical trigonometry. Comment. 
phys.-math., Soc. Sci. Fennicae 13, Nr. 13, 17 8. (1948). 
Verf. definiert zuerst das Paar von polar zugeordneten Elementarvektoren auf 


der Kugelfläche. Dann werden Urdreieck und sein Polardreieck simultan erzeugt, 


wobei die Seiten bzw. die Außenwinkel der Dreiecke durch Schiebung, bzw. 
Drehung der Elementarvektoren entstehen. Bei Benützung dieser Bestimmungs- 
stücke erhält man autopolare Formeln, wodurch das Formelsystem der sphärischen 


Trigonometrie eine naheliegende Vereinfachung erfährt. Am Ende werden einige: 


mnemotechnische Regeln mitgeteilt. E. Egerväry (Budapest). 
Andersen, J. C.: Schwerpunkt und Dreiecksgeometrie. Mat. Tidsskr. A, Koben- 
havn 1947, 32—33 (1947) [Dänisch]. 
Die Schnittpunkte 8 der Seitenhalbierenden, O der Winkelhalbierenden, H 
der Höhen und M der Seitenmittelsenkrechten des Dreiecks können als Schwer- 


punkte der mit gewissen Gewichten behafteten Ecken dargestellt werden. Daraus, 


wird u.a. der Eulersche Satz über die Lage der Punkte 8, H, M hergeleitet. 
Zacharias (Quedlinburg). 
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Popa, Ilie: Sur un th6oreme de g&ometrie ölömentaire. Bull. Ecole Polytechn. 
Jasey 2, 79—80 (1947). 

Liegt der Punkt P(x, y) in der Ebene eines gleichseitigen Dreiecks REDEN 
so kann man bekanntlich mit den Strecken PP, PP,, PP, ein Dreieck konstruieren. 
Um diesen Satz „intuitiv“ zu beweisen, betrachtet Verf. die Kurve 4-ter Ordnung 
H (x, y)=0, wo H(x, y) den mit den Strecken PP, PP,, PP; gebildeten Heroni- 
schen Ausdruck bedeutet. Im Falle eines allgemeinen Dreiecks P| P,P; teilt diese 
Kurve die Ebene in zwei Gebiete, in welchen Z entgegengesetzte Vorzeichen an- 
nimmt, und das Gebiet mit negativem Vorzeichen verschwindet nur dann, wenn 
P,P,P3 gleichseitig ist und die Kurve H = 0 in den (doppelt zählenden) Umkreis 
ausartet. E. Egervary (Budapest). 

Cosnitä, Cezar: Sur le th&or&me de Carnot. Bull. Sci. Techn. Polytechn. Timisoara 
31, 156—165 (1948). 

Drei Punktepaare (A4,4,), (BB,), (0,0), welche den Seiten (BC), (CA), (AB) 
eines Dreiecks angehören, liegen nach einem Satze von Carnot dann und nur dann 
auf einem Kegelschnitte, wenn 

A,B-4AB-B0-B,0.0,4:0,A 1 

A040" BB, 178,4: BIO B.ET 
ist. Verf. leitet analoge Relationen für den Fall her, wenn 1, 2 oder 3 Eckpunkte 
des Dreiecks A BC auf dem Kegelschnitte liegen. Für den Raum beweist er: Sechs 
Punktepaare, welche den Kanten eines Tetraeders angehören, liegen dann und nur 
dann auf einer Fläche zweiten Grades, wenn die Sextupel, welche auf den Seiten- 
flächen liegen, je einem Kegelschnitte angehören. Auf Grund dieser Sätze werden 
einige — z.T. bekannte — Eigenschaften des orthozentrischen und des gleich- 
flächigen Tetraeders diskutiert. E. Egervary (Budapest). 

Wormser, Arthur: Polygons with two equiangular points. Amer. math. Monthly 
55, 619—629 (1948). 

Im Jahr 1816 entdeckte A. L. Crelle, daß es in jedem Dreieck ABC zwei Punkte @,@’ 
gibt derart, dB <GAB=GBC =G0A=@BA=Q@’OB=@WAC = m ist. 1875 entdeckte 
H. Brocard diese Tatsache von neuem, und nach ihm heißen G,G’ die Brocardschen Punkte 
und w der Brocardsche Winkel des Dreiecks. Über diese Brocardschen Gebilde ist seitdem eine 
reiche Literatur entstanden. 1886 fand R. Tucker, daß das harmonische Viereck, d.h. das 
Kreisviereck mit gleichen Produkten der Gegenseiten, die entsprechende Eigenschaft besitzt. 
Aber das allgemeine Problem, Vielecke mit mehr als vier Seiten zu finden, die zwei analoge 
„Gleichwinkelpunkte‘‘ besitzen, harrte bisher noch der Lösung. Diese Lösung gibt Verf. 
in der vorliegenden Arbeit. Statt des von ihm gewählten Namens ‚„Nomogon“ für diese 
Klasse von Vielecken möchte Ref. den Namen ‚‚Brocardsche Vielecke‘“ vorschlagen, der jedem 
Kenner der modernen Vielecksgeometrie sofort sagt, um was es sich handelt. — Verf. geht von 
der Konstruktion eines Nomogons aus für den Fall, daß 2 Seiten AB, BC, der Außenwinkel 
in B und der Brocardsche Winkel » gegeben sind. Durch eine einfache Konstruktion findet man 
‘ nacheinander die weiteren Ecken D,E,.... Alle Ecken liegen auf einem Kreis (O,r). Die 
Spitzen der gleichschenkligen Dreiecke über den Grundseiten AB, BC, OD,... mit dem 
Basiswinkel ® liegen auf dem ‚„Brocardschen Kreis“ (0,@,@’). Der zweite Endpunkt P des 
Düurchmessers durch O dieses Kreises entspricht dem Lemcineschen Punkt. des Dreiecks, und 
esist X POG@= & PO@ = w. Sind der Umkreis (O,r), GA und w gegeben, so findet man 
das Nomogon als eine Kette von Sehnen. Durchläuft A den Umkreis, so umhüllen diese Sehnen 
einen der Brocardschen Ellipse des Dreiecks entsprechenden Kegelschnitt mit den Brenn- 
punkten @,@’, der den Umkreis in zwei (reell verschiedenen, zusammenfallenden oder imagi- 
nären) Punkten berührt. — Die Bedingungen (.) O@=r und (b) OG=rcosw führen auf 
Nomogone, denen Brocardsche Punkte (a) auf dem Umkreis « und (b) auf einem den Umkreis 
berührenden Kreis c durch O liegen. Im Fall (a) entarten der Inkegelschnitt und das Nomogon 
beide in dieselbe gerade Linie. Demnach gibt es 4 Klassen von Nomogonen: (A) @, @’ innerhalb 
c, Pinnerhalb %: Alle Seiten von endlicher Länge. (B)G,@’aufc, Pauf u: Die Ecken nähern 
sich einem Punkt. (C) @, @’ außerhalb c, P außerhalb w: Die Ecken nähern sich 2 Punkten, und 
zwar (a) @,@’ innerhalb %: Die Ecken nähern sich beiden Punkten von beiden Seiten ohne 
Wechsel; (b) G, @’ außerhalb u: Die Ecken nähern sich beiden Punkten abwechselnd von einer 
Seite jedes Punktes zur anderen. Eine Projektivität 7’ auf dem Umkreis transformiert A in B, 
Bin(,.... Das Doppelverhältnis von 4 aufeinanderfolgenden Ecken ist also konstant (BCAD) 
= (ODBE)=--:=k. — Unter den Nomogonen mit gegebenem Doppelverhältnis k ist 
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eins, dessen Brocardsche Punkte in u liegen und das deshalb gleiche Seiten hat. Daraus findet 
man im Fall (A) zu gegebenem k die Zahl n der zu einem Umlauf gehörigen Seiten durch die 
Formeln » = n/&,, k = 1/4 cos? &,. Man findet: insbesondere für das Dreieck k = 1, das Vier- 
eck k =}, zwei Arten von Fünfecken k =3(3 + V5), das Sechseck k—=4. Für irrationales 
n schließt sich das Nomogon nicht. Ist n rational = w/v, wo w und v ganze Zahlen sind und 
v< w/2 ist, so schließt sich das Nomogon nach v Umläufen und hat eine Gesamtzahl von w 
Seiten. In den Klassen (B), (Ca) und (Ch) ist die Zahl der Seiten eines Umlaufs unendlich; aber 
jedes Nomogon ist durch einen bestimmten Wert von k gekennzeichnet. Erwähnt sei noch die 


Bird (ct + cotß+coty+:.), die für k=1, w=3 in die be- 


Formel cot = 


kannte Crellesche Formel für das Dreieck übergeht. Betreffs der weiteren Eigenschaften der 
Brocardschen Vielecke muß auf die interessante Arbeit selbst verwiesen werden, deren große 
Bedeutung darin besteht, daß durch sie ein seit Jahrzehnten bestehendes ungelöstes Problem 
der Vielecksgeometrie durch einen Liebhaber der Geometrie (Verf. ist Ingenieur) eine abschlie- 
Bende Lösung gefunden hat. Zacharias (Quedlinburg). 

Bernheim, B. and Th. Motzkin: A eriterion for divisibility of n-gons into k-gons. 
Comment. math. Helvetici 22, 93—102 (1949). 

Anschließend an P. Mahlo (Diss. Halle, 1908) und T. Kubota [Töhoku math. 
J. 24, 273—276 (1925)] werden Fragen bezüglich der Zerlegung eines konvexen 
n-Ecks in konvexe k-Ecke behandelt. U.a. wird gezeigt, daß — während eine Zer- 
legung für k = 3, 4 und 5 stets möglich ist — für k > 6 folgende notwendige und 
hinreichende Zerlegbarkeitsbedingung gilt: [(n — 6)/(k— 5)] > [(n + k— 5)/(k— 2)]. 

L. Fejes Töth (Budapest). 

Hadwiger, H.: Multikongruenz ebener Mengen und Pythagoreischer Lehrsatz. 
Bull. Ecole Polytechn. Jassy 2, 98—105 (1947). 

Bsi Zerlegungen von zwei inhaltsgleichen Polygonen in kongruente Teilpolygone 
wird i. A. keine Rücksicht genommen auf die Zugehörigkeit bzw. Nichtzugehörig- 
keit der einzelnen Randpunkte der Teilpolygone. Verf. verschärft nun den Begriff 
der Zerlegungsgleichheit folgendermaßen. Zwei Punktmengen A und B heißen 
relativ zu einem Mengensystem Mn-fach multikongruent, wenn die folgenden 
Mengenrelationen erfüllbar sind: A=24A,, B=2B,; An„4,=0; B,B=0; 


A, punktweise eineindeutig und distanztreu abbildbar auf B,; A,BeMı 


v,u=1,2,...,n). Es wird bewiesen, daß bei geeigneter Verfügung über die 
Randpunkte 1. die Vereinigungsmenge der Kathetenquadrate und das Hypote- 
nusenquadrat in der Pythagoreischen Figur 5-fach multikongruent sind, 2. ein 
Rechteck und das mit ihm inhaltsgleiche Quadrat n-fach multikongruent sind 
(n hängt vom Verhältnis der Seitenlängen des Rechtecks ab). E. Egerväry. 


Bagemihl, F.: On indecomposable polyhedra. Amer. math. Monthly 55, 411—413 


(1948). 


Es wird gezeigt, daß für ein beliebiges n >6 ein n-eckiges Dreieckspolyeder 


existiert, das sich nicht so in Tetraeder zerlegen läßt, daß sämtliche Tetraederecken 


Ecken des Polyeders sind. Die Konstruktion beruht auf dem von E. Schönhardt | 


[Math. Ann., Berlin 98, 309—312 (1928)] für n = 6 angegebenen Beispiel und ge- 
schieht auf solche Weise, daß gewisse weitere charakteristische Eigenschaften des 
Schönhardtschen Polyeders erhalten bleiben. L. Fejes Töth (Budapest). 


Bieri, Hans: Ein geometrisches Minimumproblem. Comment. math. Helvetici 22, 


103—114 (1949). 

Gesucht wird derjenige Punkt im Raum, dessen Entfernungssumme von 
p Punkten, g Geraden und e Ebenen möglichst klein wird. Dies ist eine Verallge- 
meinerung des wohlbekannten Falls e=g=0 [vgl.z. B. E. Weiszfeld, Töhoku 
math. J. 43, 355—386 (1937); dies. Zbl. 17, 180]. Im obigen allgemeinen Falle 
werden einige Anfangsergebnisse, besonders bezüglich Existenz- und Unizitätsfragen, 
erzielt. L. Fejes Töth (Budapest). 

Court, N. A.: Notes on eospherieal points. Amer. math. Monthly 55, 218—221(1948). 

Man betrachte n Punkte A,,A,,....,A,, welche auf einer Kugelfläche (0) 
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liegen (Mittelpunkt = O0, Radius = R) und den Schwerpunkt @ haben. Verf. be- 
weist, daß die Schwerpunkte @, der Punktgruppen A, ... A; 1 Asa - - : 4, gleich- 
falls auf einer Kugel (Z) liegen, deren Mittelpunkt der „Eulerschen Gerade“ @O 
angehört und deren Radius =R/(n—1) ist. Verf. verallgemeinert noch einige Sätze 
der Tetraedergeometrie, welche sich auf Kugeln beziehen, die dem durch (0) und (L) 
bestimmten Kugelbüschel angehören. E. Egerväry (Budapest). 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Robson, A.: Conies which touch five given conies. Math. Gaz., London 32, 
195—197 (1948). 

Die Kegelschnitte, die durch p gegebene Punkte gehen und g gegebene gerade Linien und r 
Kegelschnitte berühren, ww p+q+r=4 ist, bilden ein einfach unendliches System [par]. 
Die Zahlen der Kegelschnitte des Systems, die a) durch einen gegebenen Punkt gehen, b) eine 
gegebene Gerade und c) einen gegebenen Kegelschnitt berühren, seien a) &, b) n, ec). Verf. 
berechnet die Werte von &,n,© für die Systeme [400] =1,2,6; [310| = 2,4,12; [220] = 
44,16; 1301 = 4, 2,125: [040], 2,1, 6. Für [801],:1211], 121], [031 ee A 6,-120106,.12, 
7 1216512546, = — 36, 56, 56, 36. Für [2021, [112], [022] sind & = 36, 56, 56, n = 56, 56, 36, 
a — 184, 224, 184. Für 11031, [013] sind &= 184, 224, n = 224, 184, 38103 816. Für 
[004] sind S = n= 816, & = 3264. Es gibt also im allgemeinen 3264 Kegelschnitte, die fünf 
gegebene Kegelschnitte berühren. Bemerkung des Ref.: Steiner [Werke 2, 418 (1881/82) 
„glaubte“ durch eine gewisse geometrische Betrachtung hierfür die Zahl 6° = 7776 gefunden 
zu haben. Die obige richtige Zahl en zuerst (nach Th. Vahlen, Konstruktionen und 
Approximationen, Leipzig 1911. S.121) Chasles und Th. Berent. Zacharias. 

Neville, E. H.: The trieireular generation of a focus-sharing triad of conies. 


Math. Gaz., London 32, 184—186 (1948). 

Es handelt sich um ao Bestimmung dreier Kegelschnitte a, ß, y, von denen je zwei einen 
Brennpunkt gemein haben: «& hat die Brennpunkte B,C, ß die Brennpunkte C,A und y die 
Brennpunkte A, B. Jeder Kegelschnitt soll als Ort des Mittelpunkts eines gerichteten Kreises 
erzeugt werden, der zwei gerichtete Kreise um die Brennpunkte berührt. Setzt man f+g-+h 
—= 2k, so sind die Radien der Kreise &,um A, um B, ,um 0: u =—-k+tf, Yo ar kg, 
2%=—k+hund —%,— %, —2, die Radien der entgegengerichteten Kreise — &,, — 79; — 
Dann sind &, ß,y die Örter der Mittelpunkte gerichteter Kreise, die — 9 u d &y, —£, und = 
— &, und 7), berühren. Für gegebene Kegelschnitte a, ß,y sind die Vorzeichen von f,g,h un- 
abhängig voneinander willkürlich wählbar. Das gibt 4 wesentlich verschiedene Arten der Er- 


zeugung derselben Triade, entsprechend folgendem Schema der Radien: 9 ya» =—k+tf, 
gehn a khk-n,k 9, %,4.,a-k h, k,k f;. 2,,9,% 
—=k—g,k—f,— k. Den Radien &,,... 2, entsprechen die Kreise &,...,£,. Sind R,, Rı die 


Potenzpunkte (Radikalzentren) der ungerichteten Kreise |&o|, [701 (Co! und ai: ml» ia so ist 
R,X£, eine Schnittsehne von ß,y und geht durch reelle Schnittpunkte von ß,y, wenn die Kreis- 
sätze reelle Berührungskreise haben. AR, R, geht auch durch den Schnittpunkt der Leitlinien von 
P,y bezüglich des Brennpunkts Ar Durch denselben Schnittpunkt geht auch R,R,, und R,R, 
ist auch eine (von R,R, verschiedene) Schnittsehne von P,y. Zacharias (Quedlinburg). 


Hjelmslev, Johannes: Über eine Klasse biquadratischer Kurven. Mat. Tidsskr. 
.B. Kobenhavn 1948, 29—35 (1948) [Dänisch]. 

Verf. betrachtet eine Reihe von Aufgaben, die auf biquadratische Kurven 
führen. Es handelt sich dabei um den Ort der Schnittpunkte entsprechender 
Kreise zweier Büschel in der Ebene oder auf der Kugel. Er geht aus von der Aufgabe: 
Gegeben zwei Punktpaare A, B und A,, B,. Zwei Kreise x durch 4, B und x, 
durch A,,B, berühren sich in 8. Den Ort von 8 zu finden, wenn die Kreise sich 
verändern. Der Ort ist eine biquadratische Kurve, die durch zwei isogonale Kreis- 
büschel mit den Grundpunkten A,A, und B,B, erzeugt wird. (Isogonale Kreis- 
büschel sind derart aufeinander bezogen, daß ihre Tangentenbüschel in den Grund- 
punkten kongruent sind). Als Aufgabe der sphärischen Geometrie wird die folgende 
behandelt: Zwei Großkreise durch feste Punkte A und B (und die Gegenpunkte A, 
und B,) schneiden sich unter konstantem Winkel v. Welches ist der Ort a, 
Ehnittpiinktäen Die Lösung ist eine biquadratische Kurve, deren Projektion n 
die Symmetrieebene von A und B, eine Ellipse mit den Halbachsen —— = - - und ee 
(a = Großkreisbogen AB) ist. Zacharias Ovediurg); 
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Piel, Carl: Die Cliffordschen Parallelen und die Cliffordsche Fläche. Math.- 
physik. Semesterber., Göttingen 1, 99—108 (1949). 

Nach einer historischen Einleitung entwickelt Verf. die Eigenschaften der 
Cliffordschen Parallelen mit Hilfe der von F. Klein benutzten homogenen Koordi- 
naten bezüglich eines Grundtetraeders mit 4 zueinander senkrechten Ebenen und 
Kantenlängen x/2, die als die sin der 4 Abstände von den Koordinatenebenen auf- 
gefaßt werden können. Er entwickelt die Gleichung der Cliffordschen Fläche, d.h. 
der Fläche, deren Punkte von einer Geraden AB einen konstanten Abstand haben. — 
Sie läßt sich als Regelfläche mit zwei Scharen von Geraden darstellen, den Clifford- 
schen Parallelen, die von den zwei Achsen der Fläche einen konstanten Abstand 
haben. Es folgen nun die Haupteigenschaften der Cliffordschen Parallelen. Die 
Darstellung der Cliffordschen Parallelen mittels der Plückerschen Geradenkoordi- 
naten führt zu der Untersuchung der von den Cliffordschen Parallelen gebildeten 


Kongruenz und der von dieser getragenen Komplexe. Zacharias. 
Blaschke, Wilhelm: Isotrope Vierflache. Arch. Math., Oberwolfach 1, 182—189 
(1949). 


Legt man durch jede von zwei eigentlichen windschiefen, nicht isotropen Ge- 
raden des Raumes die beiden isotropen Ebenen, so erhält man ein isotropes Vier- 
flach. Diese schon von G. Darboux (Prineipes de g&eometrie analytique, Paris. 
1916, 8. 186) untersuchte Figur mit nur zwei Bewegungsinvarianten erfreut 
sich vieler interessanter Eigenschaften, denen Verf. nach Aufstellung eines zweck- 
mäßig normierten analytischen Apparates verschiedene neue beifügt. — Gang der 
Untersuchung: 1. Einleitung; 2. Normung; 3. Kantenlängen (gleichlange 
Gegenkanten h,, hg, Az, Summe aller Kantenlängen N h, = 0); 4. Spiegelachsen 
(drei Spiegelungen, die zusammen mit der Identität die Vierergruppe der Selbst- 
bewegungen des isotropen Vierflachs bilden); 5. Inhalt und Umkugel [Der 
Rauminhalt s= h,h,h,/3i und der Radius der Umkugel r? =(h? + h2 + h2)/2 sind 
mit den Kantenlängen h, durch die kubische Gleichung h?— 4r?h — 3is = 0 ver- 
bunden]; 7. Bemerkung von Darboux (Ist a,, der Abstand eines Punktes x von 
der Schnittkante der beiden isotropen Tetraederflächen u, und u,, so ist 


er 
Un da: Gm 0er Wrelkhassa eh 
01 723 02 731 3012 5 3 

0 nk 


also unabhängig von &!); 8. Neue Deutung der Kantenlängen (Es sei ?,, ein 
beliebiger eigentlicher Punkt auf der Kante u, u, und L}, die Länge des beliebigen 
Weges in u, von p,, nach 9,,; dann ist der Ausdruck 


In - Di + 23 I = Lois 
unabhängig von der Wahl der Punkte p,, und ihrer Verbindungswege. Legt man 


die Punkte P39 Po1 Pız Paz in die Tetraederecken x,, %3, % %y, So ist insbesondere 


Lo123 =2 h,, Lo2sı =2 ho, Losıa =2 h;. 


[Bem. d. Ref.: Man vergleiche dazu E. Müller, Vorlesungen über Darstellende 
Geometrie, II. Band, Die Zyklographie, herausgeg. von J. L. Krames, Wien 1929, 
S. 186. und die dort zitierten Noten des Autors]; 9. Die Beziehungen zur Geo- 
metrie von Laguerre (nur sehr kurz erwähnt, vgl.die Bem.zu 8. und frühere 
Arbeiten des Autors über diesen Gegenstand); 10. Gegenkantenpaare (Einfüh- 
rung dualer Vektoren); 11. Anwendung eines Übertragungsprinzips von 
E. Study (liefert nach einem Ergebnis von Darboux den Satz: Es sei H eine 
beliebige eigentliche, nicht isotrope Gerade im Raum und N,, das Gemeinlot von H 
und der Kante G/, des isotropen Vierflachs; dann gibt es ein rechtwinkliges Dreibein 
H, H', H", derart, daß N,, und N,, Spiegelbilder an den Achsen H’ und H” sind, 
wenn 7, k, r, s eine Anordnung ven 0, 1, 2, 3 bedeutet). K. Strubecker. 
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Algebraische Geometrie: 


® Archbold, J. W.: An introduction to the algebraie geometry of a plane. London: 
Edward Arnold & Co. 1948. XIV, 304p. 25. net. 

Dies Buch gibt eine vorzügliche Einführung in die ebene algebraische Geometrie, unterstützt 
durch viele Figuren, und ist besonders für solche Leser geeignet, dienichtmehr alsgewöhnliche Schul- 
kenntnisse besitzen. Im ersten Kapitel wird die analytische Geometrie der Ebene in kartesischen 
Koordinaten entwickelt, und dabei werden nach und nach die unendlich fernen und komplexen 
Punkte eingeführt, sowie der Gruppenbegritf erklärt. Die nächsten beiden Kapitel bringen dann 
die ebene projektive Geometrie mit der Lehre vom Doppelverhältnis, den Involutionen und eine 
Behandlung der Kegelschnitte, einschließlich der Sätze von Pascal und Brianchon und der 
Büschellehre, alles vom projektiven Standpunkt. Erst die nächsten beiden Kapitel führen in 
die metrischen Eigenschaften der Kegelschnitte ein, die sich durch Hinzunahme der beiden Kreis- 
punkte ergeben. Als Beispiel sei erwähnt, daß auch der Feuerbachsche Neunpunktekreis zuerst 
in projektiver Verallgemeinerung erscheint. Nachdem im 6. Kapitel noch einige allgemeine Sätze 
über Kollineationen und Korrelationen behandelt worden sind, kommen erst im letzten Kapitel 
Dinge der eigentlichen algebraischen. Geometrie zur Sprache, wie mehrfache Punkte, einfache 
Korrespondenzen, alles am Beispiel der rationalen Kurven erläutert, die naheliegende Verall- 
gemeinerungen der Kegelschnitte sind. Der Leser des Buches ist am Schluß jedoch gut zum 
weiteren Studium auf diesem Gebiet ausgerüstet. Ref. muß mit Bedauern feststellen, daß die 
vom Verf. gegebene Einführung in Deutschland weitgehend, zugunsten rein abstrakter, alge- 
braischer Behandlungsweisen zurückgedrängt worden ist; eine Wiederbelebung der in England 
nicht abgerissenen geometrischen Tradition wäre hier nötig. Burau (Hamburg). 

Waerden, B. L. van der: Über einfache Punkte von algebraischen Mannigfaltig- 
keiten. Math. Z. 51, 497—501 (1948). 

Verf. leitet die Ergebnisse einer Arbeit von P. Abellanas [Rev. Acad. Ci. 
exact. Madrid 36, 482—499 (1942)] mit einigen Erweiterungen auf kürzerem Wege 
mit Hilfe der „zugeordneten Form“ ab. Danach lassen sich die Koordinaten einer 
irreduziblen algebraischen Mannigfaltigkeit der Dimension d in der Umgebung eines 
ihrer Punkte, der einfach ist, durch reguläre Potenzreihen (differenzierbare, separable 
algebraische Funktionen) von d Parametern oder Ortsuniformisierenden darstellen. 
Verf. folgert daraus, daß seine Definition eines ‚einfachen‘ Punktes (Einführung 
in die algebraische Geometrie, $ 38; dies. Zbl. 21, 250) mit derjenigen von O. Zariski 
[Ann. Math., Princeton, II. s. 40, 639—689 (1939); dies. Zbl. 21, 253] äquivalent ist. 

Gröbner (Innsbruck). 

Benediety, Mario: Sui piani doppi rappresentativi di superfieie del quart’ordine. 
Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.s. 6, 424—438 (1947). 

Wenn man eine algebraische Fläche vierter Ordnung mit Doppelpunkt von 
diesem Punkte aus auf eine beliebige Ebene projiziert, erhält man bekanntlich eine 
Doppelebene, d.h. eine Ebene, deren Punkte in einer [1, 2]-Korrespondenz mit den 
Punkten der Fläche stehen. Die vorliegende Arbeit zeigt, wie man aus dem Studium 
der Doppelebene die Eigenschaften der algebraischen Flächen vierter Ordnung ge- 
winnen und wie man eine Klassifikation dieser Flächen mit Hilfe der Betrachtung 
der zugehörigen Doppelebene aufstellen kann. Da die vollständige Klassifikation 
wegen der großen Zahl der möglichen Fälle sehr mühsam wäre, beschränkt sich 
Verf. auf die Klassifikation solcher Flächen, die gewissen einschränkenden Be- 
dingungen genügen. Dabei wird aber hinreichend deutlich, wie das Verfahren zu 
erweitern ist, wenn man die Einschränkungen aufhebt. — Die Arbeit hat drei 
Teile. Im ersten Teil werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen auf- 
gestellt, unter denen eine Doppelebene als Repräsentant einer Fläche vierter Ord- 
nung mit Doppelpunkt angesehen werden kann, und einige Sätze abgeleitet, die 
sich auf die Korrespondenz zwischen den Singularitäten der Fläche und denen der 

"Verzweigungskurve (sechster Ordnung) der Doppelebene beziehen. Der zweite 

Teil enthält eine Zusammenfassung einer früheren Arbeit des Verf. und gibt die 

vollständige Klassifikation einer speziellen Art von Flächen vierter Ordnung. Diese 

Klassifikation ist schon in den Jahren 1884 und 1887 von K.Rohn aufgestellt 

worden. Die Methode des Verf. ist aber einfacher und führt rascher zum Ziel. 
125 
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Weiterhin wird eine vollständige Klassifikation der Kummerschen Flächen mit 
sechzehn Doppelpunkten gegeben. Im dritten Teil wendet Verf. seine Methode 
an zur Auffindung der schon von M.de Franchis im Jahre 1900 untersuchten 
unregelmäßigen Flächen vierter Ordnung, die alle das geometrische Geschlecht 
Null haben. E. Löffler (Stuttgart). 


Angewandte Geometrie: 


e Krames, J. L.: Darstellende und kinematische Geometrie für Maschinenbauer. 
Wien: F. Deuticke 1947. VIII, 231 8., mit 282 Textabb. u. 2 Tafeln. S. 24. 


Dieses wertvolle Buch ist: aus Vorlesungen des Verf. an den Technischen Hochschulen in 
Brünn, Graz und Wien hervorgegangen. Die Darstellende Geometrie ist auch heute noch in 
den Nachfolgestaaten der ehemaligen Donaumonarchie ein neben der Mathematik eingehend 
gepflegter eigener Unterrichtsgegenstand in den Oberklassen der Realschulen und Realgymnasien 
(es gibt sogar eine hauptfachliche Lehrbefähigung aus Darstellender Geometrie, die an den 
Technischen Hochschulen erworben werden kann!). Der Unterricht in der Darstellenden Geometrie 


an den Technischen Hochschulen kann daher wegen der meist sehr gediegenen Vorbildung der 


Studenten auf einer wesentlich höheren Ebene einsetzen, als das vergleichsweise an deutschen 
cder amerikanischen Hochschulen möglich wäre. Die in den letzten drei Jahrzehnten überall 
wahrzunehmenden Bestrebungen, den Unterricht in der Darstellen Geometrie in den Lehrplänen 
der Technischen Hochschulen zugunsten rein technischer Fächer stark einzuschränken (an man- 
chen Hochschulen, insbesondere in Amerika, ist fast nur noch eine Art technischen Zeichnens 
ohne allen mathematischen Bildungsgehalt geblieben), haben bei den österreichischen Maschinen- 
bauabteilungen zu dem zweckmäßigen Mittelweg geführt, die Kinematische Geometrie 
‘in den Lehrplan der Darstellenden Geometrie einzubauen. Das vorliegende Buch 
von Krames zeigt, wie dies in besonders organischer Weise geschehen kann, und ist daher von 
vornherein des Interesses der Fachleute sicher. — Es werden so der Reihe nach folgende Gegen- 
stände behandelt: I. Einleitung (Geschichte, Bezeichnungen, Fernelemente). — II. Zuge- 
ordnete Normalrisse (Grundbegriffe, Seitenriß, Kreuzriß, Eigen- und Schlagschatten an 
ebenflächig begrenzten Körpern, Weglassen der Rißachse, Beispiele zum gedrehten Seitenriß, 
Lagenaufgaben, Maßaufgaben, Paralleldrehen einer Ebene). — III. Kegel- und Zylinder- 
flächen (Grundbegriffe der Kurven- und Flächentheorie, Kreisdarstellung in Normalrissen, 


Punktverwandtschaften, insbesondere Affinitäten, Affine Eigenschaften der Kurven zweiter 


Ordnung, Ebene Schnitte von Drehzylindern und Drehkegeln, Perspektive Kollineation und 


ebene Schnitte der Kegel zweiter Ordnung, Eigen- und Schlagschatten an Kegel- und Zylinder- 
flächen, Die Schnittkurve zweier Kegel oder Zylinder zweiter Ordnung). — IV. Kugel- und 
Drehflächen (Ergänzende Bemerkungen zur Flächentheorie, Die Kugelfläche, Drehflächen 
zweiter Ordnung und allgemeine Flächen zweiter Ordnung). — V. Regelflächen, Schraub- 
flächen und graphische Flächen (Windschiefe und abwickelbare Regelflächen, Schraublinie 


und Schraubtorse, Krümmungskreis ebener Kurven, Erzeugung und, Grundeigenschaften der 
Schraubflächen, Tangentialebenen und Umrisse von Schraubflächen, Graphische Flächen). — | 


VI. Achsonometrie und Parallelperspektive (Normale Achsonometie, Schiefe Achsono- 


metrie, Das Zeichnen von Schrägrissen mittels Einschneidens, Parallelperspektive). — VIIL.Ki- 
nematische Geometrie in der Ebene (Grundeigenschaften der ebenen Bewegung eines 
starren Systems, Die Ellipsenbewegung und ihre Umkehrung, Drei und mehr eben bewegte | 
Systeme, Radlinien, Krümmungskreise von Punkt- und Hüllbahnen eines ebenen bewegten | 


Systems, Formel von Euler-Savary, Wendekreis, Rückkehrkreis, Verzahnung von Stirn- 
rädern). — VIII. Kinematische Geometrie im Raum (Grundeigenschaften der Bewegung 


um einen festen Punkt, Sphärische Radlinien, Verzahnung von Kegelrädern, die allgemeine 


zwangläufige Raumbewegung, Höhere Freiheitsgrade). — Trotz des beschränkten Raumes wird 


so in sehr klarer und nicht zu knapper Diktion ein immenses Stoffgebiet in glänzender Übersicht 
ausgebreitet. Wie intensiv und mathematisch ausgefeilt dabei die Darstellung ist, mag man daraus 
ersehen, daß zum Unterschiede zu gleichzeitig erschienenen anderen Lehrbüchern der Darstellen- 
den Geometrie, die aus deutschen Hochschulvorlesungen hervorgegangen sind, in mathematisch 
reinlicher Weise Dinge, wie die Prismenschnittaufgabe, der Satz von Pohlke, die exakte kon- 
struktive Behandlung der Schraubflächen mittels der Drehfluchten ihrer Tangentenebenen, das 
Eckhartsche Einschneideverfahren u. a. behandelt: werden. — Besonders schön durchdacht und 
dargestellt ist die gebotene Einführung in die ebene und räumliche Kinematik. Kennzeichnend 
dabei die zentrale Verwendung der drei- und mehrgliedrigen Systeme, insbesondere bei der Her- 
leitung der Krümmungseigenschaften der Bahn- und Hüllkurven, und die elegante Erledigung 
der Verzahnungsprobleme mittels der Verfahren von Poncelet und Camus. Besondere An- 
erkennung aber verdient die einfache und übersichtliche Behandlung der allgemeinen zwangs- 


läufigen Raumbewegung, die bis zur Theorie der linearen Komplexe, des Plückerschen Konoids 


und der Hyperboloidräder geführt wird. — Fine mathematisch strengere Darstellung würde man 
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in jenen mehr referierenden Abschnitten wünschen, welche den Zusammenhängen der Dar- 
stellenden mit der algebraischen und Differentialgeometrie gewidmet sind. Z. B. ist es (8. 42) 
bekanntlich nicht immer richtig, daß bei einer Projektion die Realität von Raumpunkt und 
Bildpunkt übereinstimmen. Auch die Abschnitte über das Bezoutsche Theorem usw. können 
leicht strenger gefaßt werden. — Die 282 Textfiguren sind (trotz ihrer häufigen Kleinheit) ge- 
schickt gewählt und klar gezeichnet und angelegt. Als Beschriftung ist leider nicht Normschritt, 
sondern aufrechte Steinschrift gewählt, die im Texte des leichteren Zusammenfindens wegen in 


halbfettem Satz wiederholt wird. — Wünschenswert wären auch am Ende der einzelnen Ab- 
schnitte verschiedene Übungsaufgaben, allenfalls auch Beispiele für das wichtige Lesen von 
(sonst textlosen) Figuren. K. Strubecker (Karlsruhe). 


Poivilliers, Georges: Formation de l’image plastique dans les appareils de restitu- 
tion. C.r. Acad Sci., Paris 226, 1938 —1941 (1948). 

Cette note est la continuation d’une note precedente de l’au. (ce Zbl. 30, 270) 
dans laquelle il a indiqu& une methode permettant de caleuler algebriquement les 
eorrections & apporter au calage approch& d’un couple de photographies a6riennes 

dans les appareils de restitution, pour la formation de l’image plastique. Or il 
indique comme cette methode (relativement longue) peut &tre substituge par une 
methode graphique tres rapide, qui ramene le problöme au probleme classique du 

_ relevement topographique et en permet la resolution de la m&@me facon que celui-ci 
par la methode du point approche. M. Piazolla-Beloch (Ferrara). 

Reicheneder, Karl: Fehlertheorie und Ausgleiehung von Rautenketten in der 

_ Nadirtriangulation. Deutsche Akad. Wiss. Berlin, Veröff. Geodät. Inst. Potsdam 


Nr.1, 988. (1949). 
Den Gegenstand dieser Abhandlung bildet die einfache Rautenkette, welcher in der Nadir- 
triangulation eine grundlegende Bedeutung zukommt. Wie bekannt, ist hierzu eine Reihe sich 
 überdeckender, möglichst senkrechter Aufnahmen erforderlich. Die jeweils im Nadir-, Haupt- 
oder Fokalpunkt (Mittelpunkt jeder Raute) entnommenen Winkel bzw. Richtungen bilden dann 
die Messungsgrundlage für die aufzubauende Triangulation. — Verf. geht vom mittleren Fehler 
_ einer gemessenen Richtung aus. Nach einer kurzen Auseinandersetzung mit den fehlertheoretischen 
_ und ausgleichungstechnischen Voraussetzungen und nach Entwicklung der für die Gewichts- 
 bestimmungen grundlegenden Formeln werden die Beziehungen innerhalb der Rautenkette ab- 
geleitet und die Genauigkeitsverhältnisse vor der Ausgleichung dargestellt. — Die Untersuchung 
verschiedener Gewichte für die Richtungen nach den Nadir- und Hilfspunkten ermöglicht die 
Ausgleichung von Längs- und Querfehlern und, eröffnet gleichzeitig gewisse Rückschlüsse auf 
' die Genauigkeit des optisch-mechanisch durchgeführten Folgebildanschlusses. — Zur Lösung 
der Gewichtsgleichungen werden die Lucasschen Funktionen U und V herangezogen, und, 
wegen ihrer großen Bedeutung für die weiteren Entwicklungen, ihre wichtigsten Eigenschaften 
in mathematisch interessanter Weise abgeleitet. — Ferner beschäftigt sich der Verf. mit dem 
Gewicht von Seitenlängen und insbesondere der Gesamtlänge der Rautenkette, sowie mit Basis- 
 messungen, und behandelt kurz das Problem des Anschlusses der Nadirkette, vor allem mit der 
Anwendung der Helmert-Transformation, mit hierfür durchgeführter strenger Fehlerbetrachtung. 
- Schließlich werden nichtschematische Ketten behandelt und damit die Frage nach der günstigsten 
; Form der Rauten beantwortet. An einem praktischen Beispiel wird gleichzeitig das Verfahren 
‚ der sukzessiven Approximationen demonstriert. Für den Praktiker sind umfangreiche Tabellen, 
‘ welche der Abhandlung besonderen Wert verleihen, berechnet worden. M. Piazolla- Beloch. 


| Topologie: 


Eilenberg, Samuel: Relations between eohomology groups in a complex. Com- 
ment. math. Helvetivi 21, 302—320 (1948). 
Die bekannten Beziehungen zwischen der Fundamentalgruppe und den Koho- 
| mologiegruppen asphärischer Komplexe sind vom Verf. in Trans. Amer. math. Soc. 
61, 378—417 (1947) auf lokale Koeffizientengruppen im Sinne von Steenrod 
 [Ann. Math., Princeton, II. s. 44, 610—627 (1943)] verallgemeinert worden. Die 
algebraische Konstruktionsvorschrift hierzu gaben Verf. und MacLane [Ann. 
_ Math., Princeton, II. s. 48, 51—78 (1947); dies. Zbl. 29, 340]. Das Cupprodukt- 
' reduktionstheorem (a.a.0.) 4" (IT, Hom (R,6@)) & H"*?(IT,G) nm >0) liefert 
"also Isomorphismen zwischen Kohomologiegruppen der Dimension n und n +2 
mit geeigneten lokalen Koeffizienten für asphärische Komplexe K. In der vorlie- 
_ genden Arbeit werden diese Isomorphismen als Zuordnungen unmittelbar im Komplex 
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K beschrieben. Der Beweis, daß sie Isomorphismen sind, erfordert allerdings noch 
den Rückgang zum algebraischen Reduktionstheorem. Analog zum algebraischen 
Fall wird die Zuordnung geliefert durch die Bildung des Cupproduktes mit einem 
ausgezeichneten 2-Kozyklus &2. Seien Ay, A}, A, die Ecken eines 2-Simplexes von K 
so ist &2 (Ay, Ay, Ag) gleich dem von dem geschlossenen Weg A, A, A, A, bestimmten 
Element der Faktorkommutatorgruppe von &, (Ay), wobei x, (A,) der Normalteiler 
der nullhomotopen Wege um A, in der freien Wegegruppe von X mit dem Aufpunkt 
A, ist. Falls für K nicht alle .höheren Homotopiegruppen ,(K) verschwinden, 
sondern nur für 1<i<qg+2,:so bleiben für n <g die Reduktionstheoreme 
bestehen, für n = g entsteht ein Isomorphismus auf eine bestimmte Untergruppe 
der (9 + 2)ten Kohomologiegruppe. — &? ist ein Kozyklus aus einer ganzen Folge 
charakteristischer Kozyklen £*, die ähnlich mittels der höheren Homotopiegruppen 
von K bestimmt werden. — Teil 1 der Arbeit bringt eine kurze Zusammenfassung 
der Theorie der lokalen Koeffizientensysteme. Burger (Frankfurt a. M.). 

Dyson, F. J.: A theorem in algebraic topology. Ann. Math., Princeton, II. s. 49, 
75—81 (1948). 

Anläßlich eines Beweises des Verf. einer zahlentheoretischen Vermutung 
Minkowskis (dies. Zbl. 31, 154) ergab sich das folgende Theorem als ein Nebenresul- 
tat von selbständigem topologischen Interesse. Es handelt sich um eine weitgehende 
Verallgemeinerung des Lebesgueschen Pflastersatzes. Bezeichnungen und Begriffs- 
‚bildungen sind orientiert an S. Lefschetz, Algebraic Topology (New York 1942). 
— T/ sei ein lokal endlicher, einfacher Komplex und $ ein projektiver Raum derart, 
daß den Punkten x von S je ein abgeschlossener Teilkomplex R, von 7”? entspricht; 
die Gesamtheit der R, möge 7, erschöpfen. x, sei ein k-dimensionaler linearer Unter- 
raum von 8, und O'(r,) sei der Teilkomplex von 7, der die Vereinigungsmenge 
aller R, ist, für die a nicht in R, liegt. Für jedes natürliche / bezeichne 7, den 
Teilkomplex von 7, aller Punkte von 7/, die in mindestens / verschiedenen R, 
liegen, die zu linear-unabhängigen Punkten & gehören. Der Index «x an C,(n,) 
und 77, bezeichne die augmentation im Sinne von Lefschetz a. a. O. Seite 130. 
— Dann lautet das hier bewiesene Theorem: m sei eine natürliche Zahl und C, (z,) 


sei azyklisch in den Dimensionen m— k—1fürk=—1,0,1,...,m und jedes z, 
ins. Dann ist 77, azyklisch in den Dimensionen m — 1—1 für =1,2,...,m-+ 2. 
Speziell folgt: Es gibt m — 2 Elemente R, mit linear unabhängigen a, die einen nicht- 
leeren Durchschnitt besitzen. Franz (Frankfurt a.M.). 


Klassische theoretische Physik. 
Mechanik: 


Deaux, Roland: Sur le champ de moments. Simon Stevin, wis. natuurk. Tijdschr. 
25, 172—178 (1947). 

Ein Momentfeld ist bekanntlich durch die Feldvektoren in drei nicht kollinearen 
Punkten eindeutig bestimmt. Drei Vektoren 4, is, 4, mit den Angriffspunkten 
7], Yy, "3, gehören dann und nur dann einem Momentfeld an, wenn die Gleichungen 
(Wh), —r)=0 Wj=1,2,3) (* erfüllt sind. Verf. gibt für die Vektor- 
invariante s des Momentfeldes folgende Konstruktion aus den Daten (u, r,) 
(= 1,2,3) von drei gegebenen [und den Bedingungen (*) genügenden] Feldvek- 
toren: Man ziehe durch die Endpunkte der Ortsvektoren OP, LEER — iz An) 
parallele Geraden zu r,— r,; diese Geraden treffen sich in einem eigentlichen] 


Punkte 8, und es ist $=08. Aus dieser Konstruktion folgen zwei verschiedene 
vektorarithmetische Ausdrücke für 5, je nachdem X (u, X 1,3) # 0 bzw. = 0 aus- 
fällt. E. Egervary (Budapest). 
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Braunbek, Werner: Eigenschwingungen endlicher Punktketten. Ann. Physik, 
VI.s.4, 169—173 (1948). 

Im Anschluß an die von den unendlichen Punktketten her bekannten Ergebnisse 
werden die Eigenschwingungen endlicher homogener Punktketten untersucht. Die 
Amplituden der Eigenschwingungen der vom Verf. betrachteten Ketten ergeben sich 
aus dem folgenden System von n linearen homogenen Gleichungen: 


(a8 + or +) 


k 
a) IHm-2 — yrım-92 = 0; 
2%k k 
(-a? + w> Zu ”) Km on (Am+ı Ar Im-ı) = 0, 
mn we 


n 3 0.0:09 
= 7 


Die Eigenfrequenzen können durch © = 3 + 4k M1sin? (x/2) dargestellt werden, 
wobei & eine im Intervall <0,r) gelegene Wurzel von 


(2) sin (n + 1)a + 2(2-1)sinna+ (2-1) sin m —1)a = 0 


ist (die vom Verf. mitgeteilte x-Gleichung (7’”) kann durch die hier angegebene ein- 
fachere (2) ersetzt werden). Dabei sind diejenigen Wurzeln auszuschließen, welche 
auf die triviale Lösung des homogenen Systems (1) führen. In den Fällen k, = 0, 
k,2k, oo sind die Nullstellen der linken Seite von (2) äquidistant. Bei beliebigem 
k, >0 können die annähernd äquidistanten Nullstellen näherungsweise auf gra- 
phischem Wege bestimmt werden; es können komplexe Nullstellen auftreten. 
Quade (Hannover). 
Lourye (Lufe), A. I.: Über die kanonische Form der Gleichungen der Theorie 
der automatischen Regulierung. Priklad. Mat. Mech., Moskva 12, 651—666 (1948) 
[Russisch ]. 
Die Ausgangsbewegungsgleichungen eines regulierenden Systems und des zu 


regulierenden Objektes 


m—= =, da na + Rx 1(0) (k=1,2,...,n), = Ih N% 


(o ist ein Parameter, der die Lage der Steuerung bestimmt, of(c) >0) werden 
durch eine lineare Transformation in die kanonische Form übergeführt: 


N lo) Merl: = 2 Bm—rilo), 


was ohne besondere Hilfsmittel durch geschicktes Rechnen erreicht wird. Die 
Werte A, ergeben sich als Wurzeln der Säkulargleichung A(A) = 0, gebildet aus der 


Matrix b,,, und für die f, findet man ß, am = ;,N,(A,), wo die N, (A,) Poly- 
De 


nome sind, die aus den Ausgangsparametern b,, und h, gebildet sind. r— — = Geh, 
s= 


kann in einem zweckmäßig ausgeführten Reguliersystem nicht negativ sein. Fehlt 
der Ausschalter, so ist r = 0. Der wichtige Sonderfall, daß eine der Wurzeln 7, 
verschwindet, wird besonders hervorgehoben. — Sodann wird die Form der Aus- 
gangsgleichungen, die der Verf. in einer früheren Arbeit zugrunde gelegt hatte [Über 
die Stabilität einer Klasse von regulierenden Systemen, Priklad. Mat. Mech., Moskva 
9, 353 (1945)] auf die hier verwendete Form zurückgeführt und auf die kanonischen 
Gleichungen transformiert. Es folgen eine Reihe von Beispielen, die durchgerechnet 
werden. — Als Abschluß wird gezeigt, daß die angegebenen expliziten Ausdrücke 
für die Parameter in den kanonischen Bewegungsgleichungen es gestatten, die Lösung 
einer früher in der erwähnten Arbeit des Verf. angeschnittenen Frage über die 
asymptotische Stabilität der regulierenden Systeme zu Ende zu führen. A, ist hierbei 
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durch 0, = — 4, ersetzt, und es wird vorausgesetzt, daß die Realteile der o, positiv 
ausfallen. Dann gilt: Haben die n Gleichungen 
2 ars 0 1,2 
a 0x N DE —— am=l,2,..% N” 
«( a le | 


mit den n Unbekannten a, Lösungen, die reell ausfallen, wenn die entsprechenden 
Werte 0, reell sind, und paarweise konjugiert komplex ausfallen, wenn die zugehörigen 
Paare o, konjugiert komplex sind, so tritt die asymptotische Stabilität ein. Daraus 
wird im Falle n = 2 die Lösung bis zur konkreten Angabe von Stabilitätsbereichen 
für die Parameter 0, Ps und r durchgeführt, und ferner werden daraus gewisse not- 
wendige Bedingungen der Stabilität im Falle r = 0 abgeleitet: die Ausdrücke 
x —, > De, 2 ßx0, müssen negativ ausfallen. Svenson (Frankfurt). 
‘“=10a o=1 ‘= 
Kok, F. de: Über die Berechnung der kleinen Schwingungen bei zwei Freiheits- 
graden. Simon Stevin, wis. natuurk. Tijdschr. 25, 228—230 (1947) [Holländisch]. 
Vollständige Herleitung und Zusammenstellung aller erforderlichen Formeln 
zur Berechnung der Frequenzen, Amplituden und Phasen der Schwingungen eines 
Systems, dessen kinetische Energie X und potentielle Energie U die Formen 
2K=af+2Bbdhted; 2U=AP+2B,nn+CEY 
mit festen Werten von a, b, c, A, B, © haben, ohne ausdrückliche Bezugnahme auf 
die Theorie der quadratischen Formen. Vorausgesetzt ist, daß diese beiden Formen 
K und U positiv definit sind, so daß 9, = 9 = 0, die Gleichgewichtslage, stabil ist. 
Bödewadt (Montmorency). 
Wintner, Aurel: The dissipation of internal energy in linear dynamical systems. 
Philos. Mag., J. theor. exper. appl. Physics, London, VII. s. 39, 722—728 (1948). 
Für ein nicht-konservatives dynamisches System mit einem Freiheitsgrad, dessen 
Bewegungsgleichung lautet (g(t) g’) + f()q = 0, worin f(f) und g(t) auf der Halb- 
geraden 0 <t <oo reelle und stetige Funktionen von beschränkter Schwankung 
und f(oo), 9(00) beide positiv sind, gilt für alle Lösungen für t— oo: q()=O(l) 
und g’(t) = O(1). Dieses Stabilitätskriterium läßt sich nicht auf Systeme mit meh- 
reren Freiheitsgraden übertragen, da für diese kein brauchbares Analogon des sog. 
Oszillations-Theorems zur Verfügung steht. Verf. ersetzt dieses durch eine Diffe- 
rentialrelation, die die Dissipation der Energie ausdrückt mit den Hilfsmitteln der 
Matrizenrechnung und so lautet: Bezeichnet x den Vektor mit 2n reellen Kompo- 
nenten in einem R,,, von denen n Koordinaten und n Momente darstellen, und 
H(t) eine stetige Hamiltonsche Matrix, für welche die zugehörige Hamiltonsche 
Funktion eine quadratische Form ist, ein Punkt die skalare Multiplikation, so gilt 
identisch in t das kommutative Gesetz: 


d{x() Hl) x) = xdı) -{dH(W} &(ı), 
wobei die Differentiale im Sinne von Stieltjes zu deuten sind. Th. Pöschl. 
e Liapounoff, A.: Probl&me general de la stabilit6 du mouvement. Trans. from 


Russian by E. Davaux. (Annals of Mathematies Studies, Nr. 17.) Princeton Uni- 
versity Press 1947. 447 pp. 83.50. 


Elastizität. Plastizität: 


Weber, C.: Spannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums. Z. angew. 
Math. Mech. 28, 193—197 (1948). 

Die Gleichgewichtsbedingungen des dreidimensionalen Kontinuums können in 
zwei wesentlich verschiedenen Arten durch die zweiten Ableitungen von Funktionen- 
tripeln befriedigt werden, die zusammen — wie die Spannungen selbst — einen 
Tensor zweiter Stufe bilden. Verf. untersucht die möglichen Verallgemeinerungen 
und zeigt, daß die Differenzen von zwei Systemen von Spannungsfunktionen, die 
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zum gleichen Spannungszustand führen, von drei Grundfunktionen abhängen, mit 
denen sie durch dieselben Gleichungen zusammenhängen, wie die sechs Verzerrungs- 
größen mit den drei Komponenten der Verschiebung. [Es sei bemerkt, daß die 
grundlegenden Beziehungen von J. Cl. Maxwell herrühren und in Trans. R. Soc. 
Edinburgh 26 (1870) und Scientific Papers 2, 161 u. f. gegeben wurden, was dem 
Verf. nicht bekannt zu sein scheint.] Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Cattaneo, Carlo: Pressione eccentrica di un eilindro rigido a base ellittiea sopra. 
un suolo elastico. Rend. Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.s. 6, 
203—214 (1947). 

Das Problem des starren elliptischen Vollzylinders, der durch eine achsial an 
einer Stirnfläche angreifende Einzelkraft P normal mit der anderen Stirnfläche o 
gegen die ebene Begrenzung 7 eines elastischen unendlichen Halbraumes gedrückt 
wird, wurde bei Vernachlässigung der Reibung von Boussinesgq streng gelöst. 
Verf. behandelt den Fall der exzentrisch angreifenden Einzelkraft und erfüllt die für 
die unbekannte Pressung p(x, y) zwischen Zylinder und Halbraum sich ergebenden 
Gleichgewichtsbedingungen im Mittel. Unter Verwendung der klassischen Formel 


w(x,y) = || on dn,?= (2x —£&2+(y—n), 9= elast. Konstante, 


für die Einsenkung w(x, y) der Begrenzungsebene unter einer über o kontinuierlich 
verteilten Belastung p(&,n) führt der Ansatz w(e,y)=y+&2+0,y mit 
zunächst unbekannten Koeffizienten zu einer Aufspaltung von p=p, + Ps + Ps; 
wobei generell jedes p, durch zwei inhomogene und zwei homogene Integralglei- 
chungen bestimmt ist. Ihre Lösung gelingt unter Heranziehung der aus der Po- 
tentialtheorie bekannten Formeln für das Newtonsche Potential einer elliptischen 
Scheibe bei gegebener Belegung. Sind (x=+, y+) die Koordinaten der Grundriß- 
projektion des Lastangriffspunktes in der Ebene 7, deren Cartesische Koordinaten 
mit den Hauptachsen a, b von o zusammenfallen, so lautet die Lösung 
P(1+ 3x7 xJa® + 3y*+ y/b2) 

2nabyı — x?/a® — y?/b2 
sie zeigt, daß p(x, y) beständig > 0 ist, falls (x*, y+) nicht außerhalb einer zu © 
ähnlich gelegenen Ellipse liegt mit den Hauptachsen a/3, 5/3. Die Bewegung des 
starren Zylinders infolge der Einsenkung der Unterlage besteht in einer infinitesi- 
malen Drehung um die Gerade y+ 2 + y=). Moufang. 

Pozzati, Piero: La lastra rettangolare sostenuta da un reticolo di travi di qua- 
lunque rigidezza. Boll. Un. mat. Ital., III. s. 3, 236—248 (1948). 

Die Berechnung einer beliebig belasteten Rechteckplatte, die an den Rändern 
gestützt ist und außerdem auf einer Anzahl zu den Rändern parallelen Balken auf- 
liegt, erfolgt generell so, daß die normalen Reaktionskräfte zwischen Platte und 
Balken unter Vernachlässigung der von der Platte auf jeden Balken übertragenen 
Biegemomente als fiktive äußere Belastung der gegebenen Belastung der Platte 
nach gedachter Entfernung aller Balken superponiert werdın. Diese Reaktionskräfte 
berechnen sich aus der Bedingung, daß die elastische Linie jedes Balkens unter den 
von der Platte auf ihn ausgeübten normalen Reaktionskräfte dieselbe Durchbiegung 
erfährt wie die elastische Fläche der Platte unter dem Einfluß der Gesamtkräfte 
längs der Geraden, mit der die Platte auf dem Balken aufliegt. Dieser Ansatz er- 
möglicht die Heranziehung der Navierschen Lösung für die Durchbiegung einer 
abgestützten Rechteckplatte unter beliebiger Normalbelastung in Form von Fourier- 
schen Doppelreihen. Die unendlich vielen unbekannten Entwicklungskoeffizienten 
bestimmen sich aus unendlich vielen linearen Gleichungen. Ein numerisches Beispiel 
einer gleichförmig belasteten quadratischen Platte aus bewehrtem Beton mit vier 
Querbalken zeigt, daß der Einfluß der höheren Glieder in der Entwicklung gering 
ist, so daß das genannte Gleichungssystem praktisch auswertbar ist. Moufang. 


p(x,Yy) = 
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Burgers, J. M.: Non-linear relations between viscous stresses and instantaneous 
rate of deformation as a eonsquence of slow relaxation. Proc. Akad. Wet. Amster- 
dam 51, 787—792 (1948). 

In Erweiterung vorhergehender Untersuchungen verschiedener Forscher 
(V. Volterra, Th.v.Kärmän, L. Prandtl, K. Weissenberg u.a.) wird eine 
mehrdimensionaleTheorieder Nachwirkungserscheinungen gegeben und angenommen, 
daß die Hauptrichtungen der stetig fortschreitenden Fließverformung und der elasti- 
schen Verformung verschieden sind. Im Anschluß an die vonK. Weissenberg [Arch. 
Sei. physiques natur., Geneve, V.s. 17, 44—106, 130—171 (1935); dies. Zbl. 13, 84] 
erhaltenen Beziehungen zwischen den Spannungen und Formänderungen in einem 
plasto-elastischen Mittel wird eine Erklärung für das Verhalten solcher Mittel ge- 
geben, das die Möglichkeit einer unbegrenzten Bewegung aufweist, wenn man an- 
nimmt, daß die Relaxationszeit genügend groß ist, damit sich der physikalische 
Zustand des in Bewegung befindlichen Mediums von dem Normalzustand erheblich 
unterscheidet. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Swida, W.: Über die Formänderungen der Balken im elastisch-plastischen 
Zustand. Ingenieur-Arch. 17, 71—87 (1949). 

Es wird vorausgesetzt, daß 1. ebene Querschnitte bei der Biegung eben bleiben, 
2. die seitliche Pressung zwischen den Längsfasern und Schubspannungen vernach- 
lässigt werden können, 3. jeder Querschnitt mindestens eine in der Wirkungsebene 
der äußeren Kräfte gelegene Symmetrieachse hat, 4. die Formänderungen klein 
sind, 5. Zug- und Druckfließgrenze gleich sind und der Körper sich nach Über- 
schreitung der Fließgrenze idealplastisch verhält. Die integralen Gleichgewichts- 
bedingungen in bezug auf Längskräfte und Momente und die Bedingung, daß an 
der Grenze zwischen dem elastischen Gebiet und der plastischen Außenzone des 
Balkens die elastische Längsspannung gleich der Fließgrenze ist, liefern 3 Be- 
dingungen zur Bestimmung der Krümmung der neutralen Fläche, der Lage der 
Nullinie und des Abstandes der plastischen Zone von der Nullinie. Bei gegebener 
Momentenkurve lassen sich dann der Winkel © zwischen den Tangenten in den 
Endpunkten des deformieıten Balkens und die maximale Durchbiegung 9 durch 
eine Summe von Integralen bestimmen, die für den Rechteckquerschnitt und den 
Doppel-T- Querschnitt näher untersucht werden; im letzteren Falle führt die zu- 
lässige Annahme, daß die Krümmung der Balkenachse mit ausreichender Genauig- 
keit nach den Formeln der elastischen Biegung bestimmt werden kann, solange die 
Flanschen noch nicht voll plastiziert sind, zu wesentlichen Vereinfachungen. Die 
rechnerische Auswertung der Theorie erfordert die Berechnung der Integrale, die 
im Integranden die Quadratwurzel aus der Momentenfunktion enthalten. Für den 
Rechteckbalken auf 2 Stützen unter unsymmetrisch angreifender Einzellast bzw. 
unter kontinuierlich konstanter Belastung lassen sich außer © und ® noch die 
Grenzflächen ermitteln, die die plastischen von den elastischen Bereichen trennen. 
Die geschlossene Auswertung der Integrale durch elementare Funktionen ist bei 
komplizierteren Belastungsfällen, in denen die Momentenkurve durch eine ganze 
rationale Funktion von mindestens 3. Grad dargestellt wird, nicht mehr möglich. 
Der Konsolträger und der zweiseitig gestützte Balken unter Dreiecksbelastung 
führt auf elliptische Integrale und erfordert bereits ziemlich umfangreiche 
Rechnungen. Moufang (Frankfurt am Main). 

Roderick, J. W.: Theory of plastieity. Elements of simple theory. Philos. Mag.., 
J. theor. exper. appl. Physics, London, VII. s. 39, 529—539 (1948). 

Die Elemente der einfachen Biegungstheorie, wie sie von A. Robertson und 
G. Cook [Proc. R. Soc. London A 138, 462 (1932)] für Bauglieder aus weichem Stahl 
im elasto-plastischen Zustand aufgestellt wurde, wird dargelegt und für den Fall 
einer mit Biegung verbundenen axialen Belastung erweitert. Als Formänderungs- 
gesetz wird elastisches Verhalten bis zur oberen, dann plötzliches Absinken zur un- 
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teren Streckgrenze beim selben Wert der Dehnung, und von da ab Fließen bei kon- 
stanter Spannung (ohne Verfestigung) angenommen. Die daraus folgenden elemen- 
taren Formeln für die Lage der Nullschicht und der Spannungsverteilung werden 
für einen beliebigen Querschnitt angegeben und durch Schaubilder verdeutlicht. 
Th. Pöschl (Karlsruhe). 


Kydrodynamik: 


Riegels, F.: Das Umströmungsproblem bei inkompressiblen Potentialströmungen. 
U. Ingenieur-Arch. 17, 94—106 (1948). 

Im Anschluß an den ersten Teil dieser Arbeit (Ingenieur-Arch. 16, 373—376; 
dies. Zbl. 31, 44) über die symmetrische Umströmung symmetrischer Profile end- 
licher Dicke wird zunächst bei diesen die unsymmetrische Anströmung behandelt. 
Bezeichnet V die Anströmgeschwindigkeit, x den Anstellwinkel, so ist die Rand- 
bedingung für den durch die Komponente V-cosx herrührenden Anteil der 
Strömung durch die im ersten Teil der Arbeit eingeführte Quellbelegung (annähernd) 
erfüllt, die auf einer Strecke der x-Achse von der Länge der größten Körpersehne 
angeordnet ist. Um die Randbedingung auch für den von V -sin« herrührenden 
Anteil (näherungsweise) zu erfüllen, wird wie in der Theorie der ebenen Platte auf 
der gleichen Strecke der x-Achse eine Wirbelbelegung angebracht, die eine der 
Körperkontur entsprechende Abwärtsgeschwindigkeit erzeugt. Bei unsymmetri- 
schen, beliebig angestellten Profilen kleiner Wölbung wird die einer gewölbten Platte 
entsprechende Wirbelbelegung eingeführt, wodurch sich der Bau der Endformel für 
‚den Geschwindigkeitsbetrag W auf dem Profilrand, die als erste Näherung bezüglich 
des Dicken- und Wölbungsparameters aufzufassen ist, nicht wesentlich gegenüber 
dem symmetrischen Profil ändert. Diese Formel wird dann noch umgeformt für 
‚den Fall, daß die Kontur durch eine Fourierentwicklung gegeben ist; hieraus lassen 
sich leicht Kraft und Moment berechnen. Ist ferner die Kontur durch Angabe von 
2N Profilpunkten gegeben, so liefert das Gaußsche Verfahren der mechanischen 
Quadratur eine Formel für W, die eine Anzahl einfacher Summen enthält, deren 
Glieder aus Produkten der Profilordinaten mit gewissen festen Koeffizienten be- 
stehen. Diese Koeffizienten wurden für einige N tabuliert. Das Verfahren ist 
schließlich an einer Reihe von Beispielen erprobt worden. Maruhn (Dresden). 

Pekeris, €. L.: Stability of the laminar flow through a straight pipe of eireular 
eross-seetion to infinitesimal disturbances which are symmetrical about the axis of 
the pipe. Proc. nat. Acad. Sci. USA 34, 285—295 (1948). 

Die bisherigen Untersuchungen über die Stabilität der zweidimensionalen 
parabolischen Laminarströmung haben ergeben, daß, auch wenn die «a°-Glieder in 
‚der Wellenzahl x berücksichtigt werden, die Strömung gegenüber kleinen Störungen 
stabil ist. Die Frage der Stabilität wird neuerlich geprüft und festgestellt, daß die 
‚experimentelle Herstellung einer rein zweidimensionalen parabolischen Strömung 
im Vergleich zur Strömung im Kreisrohr sehr schwierig ist; ferner, daß die Unter- 
suchungen von Th. Sexl[Ann. Physik, IV.s. 83, 835—848; 84, 807—822 (1927)] über 
‚diese Strömungsform unvollständigsind.Verf.weist nach, daßdieinfinitesimalen, axial- 
symmetrischen Störungen der Laminarströmung durch ein Kreisrohr in zwei Klassen 
zerfallen, die nicht miteinander gekoppelt sind: in torsionale (in konzentrischen 
Kreisen senkrecht zur Rohrachse) und meridionale (in Ebenen durch die Rohrachse). 
Die laminaren Strömungen sind gegenüber torsionalen Störungen für alle Werte 
‚der Reynoldsschen Zahl (R) stabil. Für die (von Th. Sexl a. a. O. unvollständig 
behandelten) meridionalen Störungen ergibt sich kein so allgemeines Resultat. Die 
sog. kritische Reynoldssche Zahl kann durch Verkleinerung der Störungen anschei- 
nend beliebig erhöht werden. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Meksyn, D.: Note on stability of laminar viscous flow between parallel planes. 
Proe. R. Soc. London A 195, 174—179 (1948). 
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Das Problem der Stabilität einer ebenen Laminarströmung führt in bekannter: 
Weise auf eine lineare Differentialgleichung 4. Ordnung (Störungsdifferential- 
gleichung). Das Eigenwertproblem dieser Differentialgleichung wurde zuerst von 
Tollmien'(Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, math.-physik. K1.1929, 21) erfolgreich dis- 
kutiert. Dabei spielt die Übergangssubstitution einer Partikularlösung der Störungs- 
differentialgleichung durch die sogenannte „kritische Schicht‘ eine besondere Rolle. 
Diese wurde zuerst von Tollmien angegeben und wird hier nochmals auf anderem 
Wege abgeleitet. H. Schlichting (Aldershot). 

Kibel’, I. A.: Erwärmung einer zähen Flüssigkeit dureh eine rotierende Scheibe. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 611—614 (1947) [Russisch]. 

Die Gleichungen für die Geschwindigkeit (v,, v,, v,) und den Druck p der sta- 
tionären Bewegung einer zähen, inkompressiblen Flüssigkeit haben strenge von ® 
unabhängige Lösungen der Form 


ri), w=rg@), = hl) P=ple), 
wor, p, z Zylinderkoordinaten bedeuten. Die Funktionen f, g, h sind von W. Cochren 
[Proc. Cambridge philos. Soc. 30, 365—375 (1934)] und dem Ref. [Z. angew. 
Math. Mech. 20, 241—253 (1940); dies. Zbl. 24, 231] für verschiedene 
Randbedingungen numerisch berechnet worden. Der Verf. zeigt nun, daß es in 
diesen Fällen auch für das zugehörige Temperaturfeld (Wärmezunahme bei der 
Strömung gleich Wärmeleitung und Reibungswärme) eine strenge Lösung gibt in 
der Form T= T,(z) + r? T,(z). Beim Übergang zu dimensionsfreien Veränder- 
lichen hat man zu setzen 
ie Se n@v & 
ERRON wG,h=YrwH,z= Yylot; Te u: ho nn 
und findet (Striche bedeuten Ableitungen nach £): 

u —- P(Hu,+2Fo)=—- F?2-@2 u -_ PHTL, - 4, Am Z2H" 
P=ne/A ist die Prandtische Zahl. Für P= 1 lassen sich, da man F, 6, H als. 
bekannt voraussetzen kann, 7, und r, durch Quadraturen berechnen; für P=#1 
kann man die Lösung numerisch erzwingen, wobei ähnliche Reihenansätze wie bei 
den Geschwindigkeiten zum Ziele führen. Verf. teilt zum Schluß noch die Zahlen- 
werte der Lösung zu den beiden Randbedingungen 7(z)= 0 oder dT(z)/dz = 0 
für =, 0.im Ball, 2 = 1 m1r,.5=0.0.1),26102), 44 mis: Bödewadt. 

Poritsky, H.: Linearized compressible flow. Quart. appl. Math. 6, 339—403 ( 1949). 
Verf. untersucht die linearisierte Differentialgleichung für das Geschwindigkeits- 
potential einer kompressiblen Potentialströmung: 9% + + (1 M?) y,, = V 
(M die Machsche Zahl) für den Fall einer konischen Überschallströmung. Mit 
®?—= M?—1 und z2=ißz' wird man auf die Aufgabe geführt, Lösungen der 
Potentialgleichung (1) 9,5 + Pu + frz = 9 zu finden, die homogen vom Grade 1 
sind. Unter Verwendung der Resultate einer anderen Arbeit des Verf. (s. dies. 
Zbl. 31,162) werden ausführlich die Strömung um einen konischen Körper diskutiert 
und einige Betrachtungen über das Verhalten der Strömung an den Enden eines 
Rechteckstlügels bei kleinem Anstellwinkel, angestellt. — Zum Schluß werden 
kurz Lösungen von (1) betrachtet, die homogen vom Grade n=+1 sind und 
nichtkonische Strömungen liefern. Maruhn (Dresden). 


2 


Elektrodynamik: 


Davy, N.: The electrie field of a condenser of which one plate is an are and the 
other a radius of a eireular eylinder. Philos. Mag., J. theor. exper. appl. Physics, 
London, VII. s. 39, 510—518 (1948). 

Die Arbeit untersucht nach der Methode der konformen Abbildung das parallel- 
ebene Feld der elektrischen Kraftlinien eines Kondensators, der, im Querschnitt 
gesehen, aus einem Kreisbogen als der einen Elektrode und einem in der Mittellinie 
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‚des Kreisbogens angeordneten Geradenstück als der anderen Elektrode besteht. Die 
Abbildungsfunktion ist die Weierstraßsche @-Funktion. Es werden berechnet die 
Ladungen von den Elektroden, die Kapazität und der Widerstand je Längeneinheit 
und die mechanischen Kräfte auf kleine Körper im Feld. H. Buchholz. 

Livens, 6. H.: On magnetie field theories. Philos. Mag., J. theor. exper. appl. 
Physics, London, VII.s. 38, 453—479 (1947). 

Die ziemlich umfangreiche, aber sehr durchsichtige Arbeit bespricht die ver- 
‚schiedenen, noch heute strittigen Fragen der Theorie des Magnetismus. Zunächst 
‚geht es im wesentlichen um die Frage, ob der Vektor der magnetischen Induktion 
® nicht bloß bei den Kraftwirkungen eines magnetischen Feldes auf die Strom- 
elemente, sondern auch bei den Kraftwirkungen auf die permanenten Magnete als 
(der fundamentale Vektor der Theorie angesehen werden kann. Des weiteren er- 
örtert Verf. die unter den verschiedenen Gesichtspunkten vertretbaren Formen für 
(den Ausdruck der magnetischen Energiedichte im Falle eines nicht mehr linearen 
Zusammenhangs zwischen 9 und ®. Statt mit diesem Energieausdruck zu rechnen, 
ist es mitunter zweckmäßiger, die Lagrangesche Funktion zu benutzen. In einem 
weiteren Abschnitt werden dann mit Hilfe der Ausdrücke für die Energiedichte 
‚oder die Lagrangesche Funktion die verschiedenen Beziehungen für die mechani- 
‚schen Kräfte hergeleitet. Für die Definition der fundamentalen Feldvektoren 
schlägt Verf. am Schluß der Arbeit die folgende Fassung vor: Die magnetische 
Feldstärke ist die bewegende Kraft auf dem Einheitspol mit der Maßgabe, daß in 
einem polarisierbaren Medium der Pol im Innern eines fadenförmigen Hohlraums 
in Richtung der Magnetisierung liegen soll. Die magnetische Induktion B ist die 
bewegende Kraft auf dem Einheitspol mit der Maßgabe, daß in einem polarisier- 
baren Medium der Pol im Innern eines scheibenförmigen Hohlraums liegen soll, 
‚der auf der Richtung der Magnetisierung senkrecht steht. Da ® damit eine direkt 
meßbare Kraft des Feldes geworden ist, so ist er als der fundamentale Vektor der 
"Theorie zu betrachten. 9 ist dann der irduzierende Vektor. Das ist aber in wesent- 
lichen Zügen auch die Auffassung von G. Mie. H. Buchholz (Darmstadt). 

Kacenelenbaum, B. Z.: Über die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen längs 
unendlicher dielektrischer Zylinder bei niedrigen Frequenzen. Doklady Akad Nauk 
SSSR, II. s. 58, 1317—1320 (1947) [Russisch]. 

Verf. greift das von Hondros und Debye behandelte Problem der Ausbreitung 
‚elektromagnetischer Wellen längs eines unendlich langen, dielektrischen Stabes von 
kreisförmigem Querschnitt auf und untersucht es unter wesentlich allgemeineren 
Voraussetzungen. So macht er z. B. nicht die Annahme, daß es sich gerade um kreis- 
zylindrische Stäbe handelt. Zu seinen Untersuchungen bedient er sich der Integral- 
gleichungsmethode und löst die maßgebende Integralgleichung durch successive 
Approximationen. Er gelangt zu dem Ergebnis, daß sich an einem solchen Stab 
‚auch schon bei niedrigen Frequenzen zwei verschiedenartig polarisierte Wellen aus- 
breiten können. Das steht in Übereinstimmung mit den Untersuchungen von 
Volpert und Schelkunoff, die unter Beschränkung auf kreiszylindrische Stäbe 
gleichfalls haben zeigen können, daß der asymmetrische Wellentypus mit n=1 


bei jeder Frequenz existieren kann. H. Buchholz (Darmstadt). 
Atomphysik. 
‚Quantenmechanik: 


Flügge, $.: Zur Quantenmechanik regelmäßiger Strukturen endlicher Ausdeh- 
nung. Ann. Physik, VI. s. 3, 101—106 (1948). 

Als quantenmechanisches Problem wird eine endliche, eindimensionale Struktur 
betrachtet, die für &<0 und x> N-.l verschwindet und im Intervall 
© <x<N -lsich insgesamt N-mal periodisch wiederholt. Gefragt wird, wie sich 
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eine von &—=--oo kommende Materiewelle fortpflanzt, welcher Bruchteil reflek- 
tiert und welcher durchgelassen wird. — Eine Gesamtlösung wird konstruiert mit. 
Hilfe zweier partikulärer Integrale, die im 1. Intervall 0 <x <! symmetrisch 
bzw. antisymmetrisch sind. Analog zu Methoden der Vierpoltheorie werden solche 
Lösungen für die aufeinanderfolgenden Intervalle zusammengesetzt. Dies kann in 
ganz allgemeiner Weise geschehen, wobei die Verhältnisse der beiden Ausgangs- 
funktionen sowie ihrer Ableitungen je an der Stelle 0 eingehen. Je nach dem Vor- 
zeichen und Realitätsverhältnissen dieser Größen erhält man mit wachsender Zahl 
der Einzelglieder entweder immer stärkere Reflexion der einfallenden Welle oder 
eine periodische Durchlässigkeit. Volz (Erlangen). 

Fenyes, Imre: Zur wellenmechanisehen Herleitung des statistischen Atom- 
modells. Z. Physik 125, 336—346 (1949). 

Verf. vereinfacht die übliche Ableitung der Grundgleichung für die statistische 
Theorie des Atoms aus der Wellenmechanik dadurch, daß er in den wellenmechani- 
schen Energieausdruck für die Berechnung des self-consistent field als Eigenfunk- 
tionen für die Atomelektronen die Wellenfunktionen nach der W.K.B.-Methode 
einführt. Und zwar rechnet er im allgemeinen mit der nullten Näherung dieser 
Funktionen und verwendet dabei die Sommerfeldschen Quantenbedingungen, 
wobei nachträglich über die Quantenzahlen integriert statt summiert wird. 

F. Sauter (Göttingen). 

Wigner, E.P.: Relativistische Wellengleichungen. Z. Physik 124, 665—684 
(1948). 

Im Anschluß an eine frühere Untersuchung (dies. Zbl. 20, 296) wird ein System 
relativistischer Wellengleichungen untersucht, die Teilchen der Ruhmasse null und. 
unendlichem Spin (unendlich vielen Polarisationszuständen) entsprechen. Hund. 

Wet, J. S. de: On the quantization of field theories derived from higher order 
Lagrangians. Proc. Cambridge philos. Soc. 44, 546—559 (1948). 

Für Feldgleichungen, die aus einer Lagrangefunktion mit Ableitungen der Feld- 
größen 2° von beliebig hoher Ordnung stammen, wird ein kanonisches Schema auf- 
gestellt: 

P«(m) = öH /ög* (m), d*(m) = — ÖH /öp« (m), 
wobei die g*(m) Ableitungen der 2* nach der Zeit sind. Vertauschungsregeln 
[p« (m, x°) g’(m, &)] =ihöfö(l®— x) sind mit den Feldgleichungen verträglich 
und relativistisch invariant. Dasselbe gilt für Vertauschungsregeln mitdem —+-Zeichen. 
F. Hund (Jena). 

Hönl, H.: Gibt es ein Modell des Elektrons? Math.-physik. Semesterber. 
Göttingen 1, 50—76 (1949). 

Nach einer historischen Einleitung geht der Verf. auf das von ihm näher unter- 
suchte Pol-Dipol-Teilchen ein und weist besonders auf die korrespondenzmäßige 
Beziehung dieses Teilchens zum Dirac-Elektron der Quantenmechanik hin. Ab- 
schließend wird kurz die neuere Entwicklung der Theorie der Elementarteilchen 
behandelt. Höhler (Berlin). 

Casimir, H.B. G.: On the attraction between two perfeetly eondueting. plates. 
Proc. Akad. Wet. Amsterdam 51, 793—795 (1948). 

Die Nullpunktsenergie der elektromagnetischen Eigenschwingungen, die sich 
in dem Zwischenraum zwischen zwei planparallelen Platten mit unendlich großer 
Leitfähigkeit ausbilden, ist zwar unendlich groß. Schneidet man aber das Frequenz- 
spektrum bei einer festen Grenzfrequenz ab, entsprechend der Tatsache, daß für 
extrem kurze Wellen schließlich jede Metallplatte durchsichtig wird, so kommt man 
zu einerendlichen Nullpunktsenergie, dieüberdies mit zunehmendem Plattenabstand«@ 
anwächst. Daher muß zwischen den beiden Metallplatten eine Anziehungskraft 
wirksam sein, für die Verf. den Wert %cn2/240a? = 0,013/a* dyn/cm? findet, wenn 
a in u gemessen wird. F. Sauter (Göttingen). 
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Bau der Materie: 


Heisenberg, W. und M. v. Laue: Das Barlowsche Rad aus supraleitendem Material. 
Z. Physik 124, 514—518 (1948). 

Das Funktionieren des Barlowschen Rades aus supraleitendem Material hängt 
davon ab, ob der stromabnehmende Kontakt selbst supraleitend ist oder nicht. 
Im ersten Fall erfährt das Rad kein Drehmoment. Im 2. Fall kommt es weiterhin 
darauf an, ob und wieweit trotzdem der Strom noch als Suprastrom übergeht oder 
nicht. Im ersten Fall — der allerdings nur bei der einen Stromrichtung auftreten 
kann — wird das Drehmoment ebenfalls verschwinden. Im zweiten wird ein Dreh- 
moment auf das Rad übertragen, das jedoch bei einem „dicken“ Supraleiter 
wegen der geringen Eindringtiefe des Feldes sehr viel kleiner ist als bei einem 
Normalleiter. Volz (Erlangen). 

M. v. Laue: Eindeutigkeitssätze in der Theorie der Supraleitung. (1947.) 
Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, math.-physik. Kl., math.-physik.-chem. Abt. 1946, 
86-—88. 

In der für Supraleiter durch London erweiterten Maxwellschen Elektrodyna- 
mik existieren gewisse Eindeutigkeitssätze, die sich von denen der alten Elektro- 
dynamik wegen des engeren Zusammenhangs zwischen Strom und Magnetfeld, der 
aus den Londonschen Gleichungen resultiert, unterscheiden. Sie besagen im ein- 
zelnen: Bei Stationarität ist das gesamte Magnetfeld und das Feld des Suprastroms. 
durch die Stromverteilung in den vorhandenen normalleitenden Spulen gegeben, 
wenn man sich auf einfach zusammenhängende Leiter beschränkt. Außerdem gilt: 
Der Zustand im Supraleiter ist durch die Tangentialkomponente des Suprastroms 
oder der magnetischen Feldstärke festgelegt. Brauer (Berlin). 


Laue, M. v.: Londons Theorie für nieht-kubische Supraleiter. Ann. Physik, VI.s. 
3,.31-—39 (1948). 

Aus den Unterschieden, welche verschiedene Methoden für die Eindringtiefe 
der Felder in Quecksilber liefern, wird geschlossen, daß diese von der kristallo- 
graphischen Richtung abhängig ist. Das führt dazu, die Londonsche Supraleitungs- 
konstante / als einen Tensor aufzufassen, der sich im Falle kubischer Kristalle auf 
einen Skalar reduziert. Es wird gezeigt, daß auch bei dieser Auffassung alle wesent- 
' lichen Leistungen der Londonschen Theorie erhalten bleiben. Volz (Erlangen). 


Laue, M.v.: Supraleitung und elektrodynamisches Potential. Z. Physik 125, 
517—530 (1949). 

Für einen supraleitenden Körper wird das elektrodynamische Potential an- 
gegeben, definiert dadurch, daß seine Abnahme bei einer Veränderung des Systems 
‚gleich ist der bei dieser Anderung vom äußeren Magnetfeld geleisteten Arbeit. Es 
wird gezeigt, daß dieser Potentialausdruck nicht nur im Fall einer Bewegung des 
Körpers im magnetischen Feld gilt, sondern auch für den Fall, daß sich der Körper 
im Übergangszustand befindet und daß sich die Grenze zwischen dem supra- 
leitenden und dem normalleitenden Gebiet verschiebt. Dieser letztere Fall wird 
an Hand zweier einfacher Beispiele genauer durchdiskutiert. F. Sauter. 

Vajnrib, E. A. u. 6. V. Spivak: Über die Kinetik der Elektronen in elektromagne- 
tischen Feldern. Doklady Akad. Nauk SSSR, II. s. 59, 663—666 (1948) [Russisch ]. 

Ausgehend von einer Verteilungsfunktion für Elektronen, in der im Exponenten 
außer der Energie noch weitere Integrale der Bewegungsgleichungen (Impuls, 
Drehimpuls usw.) enthalten sind, wird das Verhalten eines Elektronengases in 
elektrischen und magnetischen Feldern diskutiert; und außerdem werden die üblichen 
Formeln für die elektrische und die thermische Leitfähigkeit (in Übereinstimmung 
mit den Formeln der Sommerfeldschen Elektronentheorie der Metalle) angegeben, 
ohne daß jedoch die: Verf. verständlich machen, wie sie aus ihrem Formalismus zu 
diesen Beziehungen kommen. F. Sauter (Göttingen). 
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Astrophysik. 
Jordan, P.: Fünfdimensionale Kosmologie. Astron. Nachr. 277, 193—208 (1949). 


Zusammenfassende Darstellung der Arbeiten des Verf. und seiner Mitarbeiter über Her- 
leitung und Lösung neuer Feldgleichungen der Gravitation, die außer dem metrischen Felde das 
elektromagnetische Feld und das skalare Feld einer zeitlich und räumlich veränderlichen Gravi- 
tations-,, Konstanten‘ liefern. TeilI: Mathematische Grundlagen. $1: Die Invarianzgruppe 
der projektiven Relativitätstheorie ist isomorph zur Gruppe aller homogenen Transformationen 
in fünf Veränderlichen. $2: Zusammenhang einer projektiven (5-dimensionalen) Metrik mit 
der 4-dimensionalen Raum-Zeitmannigfaltigkeit. $ 3: Vierdimension: le kovariante Differentiation. 
$ 4: Fünfdimensionale kovariante Differentiation. $5: Zusammenhang des vier- und des fünf- 
dimensionalen Krümmungstensors. TeilII: Physikalische Anwendungen. $6 leitet aus der 
Forderung, daß der verjüngte Krümmungs,,projektor““ Rı» — 0 sei, die einfachsten Feld- 
gleichungen für den metrischen Fundamentaltensor 9;., die elektromagnetische Feldstärke F,, 
und den Gravitationsskalar x her. Erwähnung ihrer Herleitbarkeit aus einem fünfdimensionalen 
Variationsprinzip. $ 7: Induktive Kosmologie: Hinweis auf ältere Überlegungen des 
Verf. auf Grund des sog. Diracschen Prinzips, nach dem große dimensionslose Zahlen in der Natur 
(etwa das Verhältnis des Krümmungsradius der Welt zur Elementarlänge) Funktionen des 
Weltalls sein sollen. Kosmologische Modelle auf Grund der Feldgleichungen des $ 6 werden 
nicht vorgeführt. $8: Das kosmologische Glied, führt ein neues, mit einer willkürlichen Kon- 
stanten behaftetes und so eingerichtetes Variationsprinzip an, daß die aus ihm gewonnenen Feld- 
gleichungen die dem Verf. erwünschte Proportionalität des räumlichen Krümmungsradius mit 
der Zeit liefern, allerdings in einer sehr speziellen partikulären Lösung. $ 9: Kosmologie und 
Sternentwicklung, und $10: Zum Supernova-Problem, enthalten zahlreiche mit dem vorber- 
gehenden nur in sehr losem Zusammenhang stehende und stark spekulative Betrachtungen über 
. spezielle kosmogonische Fragen. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Rabe, E.: Eine regularisierende Zeittransformation in der metrischen Kosmologie. 
Z. Astrophys. 25, 255—260 (1948). 

Umformung bekannter Beziehungen zum Zwecke der Beseitigung der Singulari- 
tät bei R = 0 in der kosmologischen Metrik ds? = dt? — R?(t) do?. Keine physikali- 
sche Konsequenzen. Heckmann (Hamburg-Bergedorf). 

Chapman, $.: Solar magnetism and the suggested fundamental magnetization 
by rotation. Monthly Not. astron. Soc., London 108, 236—251 (1948). 

Mit Hilfe der Beziehung von Blackett, die jedem Rotationsmassenfluß über eine 
elektrische Stromdichte ein Magnetfeld zuordnet, wird das allgemeine Magnetfeld 
der Sonne berechnet. Die Verteilung der Massendichte im Innern wird von Blanch, 
Lowan, Marshak und Bethe übernommen, die Verteilung der Winkelgeschwindig- 
keit nach Schwarzschild angenommen. Bei einer Polfeldstärke von 50 bzw. 
10 Gauß ergibt sich für die Konstante ß der bekannten Formel von Blackett der 
Wert 2 bzw. 0,4, während er für die Erde 0,3 beträgt. — Bis zu einer Tiefe von } 
Radius ist das Feld praktisch mit einem Dipolfeld identisch. Die radiale Komponente, 
nimmt dann weiter, aber weniger stark als beim Dipol bis zum Zentrum hin zu. 
Die tangentiale Komponente erreicht beim halben Radius ihr Maximum, nimmt 
auf 0 bei 3 Radius ab und wächst dann in umgekehrter Richtung bis zum Zentrum 
wieder an. Für das Zentrum ergibt sich eine Feldstärke von etwa 3000 Gauß. —- 
Es wird ferner gezeigt, daß das Magnetfeld der Sonnenflecken nicht nach Blackett 
durch Materierotation erzeugt sein kann, weil dazu viel höhere Rotationsgeschwindig- : 
keiten als beobachtet notwendig sein würden. @. Thießen (Hamburg-Bergedorf). 

Gökdogan, N.: On the origin of the sunspots. Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul A. 
13, 240—242 (1948). 

Es wird versucht, das Auftreten der Sonnenflecken als Folge der differentiellen ı 
Rotation der Oberflächenschichten zu verstehen. Hierzu wird der Gradient der zuge- 
hörigen linearen Horizontalgeschwindigkeit berechnet, dessen Betrag für etwa 55° 
Breite verschwindet. Hieraus wird eine Erklärung für das Nichtauftreten der Flecken 
in höheren Breiten abgeleitet. [Bei rotierenden Gaskugeln kommt es zunächst nicht 
auf den Gradienten der linearen Geschwindigkeit, sondern auf den der Winkelge- 
schwindigkeit an; ferner sind noch andere stabilisierende und instabilisierende Ein- 
flüsse, wie z.B. die Schichtung, wesentlich. Ref.] L. Biermann (Göttingen). 


